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Vorwort. 


Di. werthvolle und umfassende Abhandlung des Herrn Cremona, 
mit welcher der vorliegende Band beginnt, ist die nämliche, welcher unsere 
Akademie der Wissenschaften im Jahre 1866 die Hälfte des Steinerschen 
Preises zuerkannt hat. 

Es waren damals auf die gestellte, die Flächen dritten Grades be- 
treffende Preisfrage vier Bewerbungsschriften eingegangen. Die Akademie 
beschloss, den Preis zwischen zweien derselben zu theilen. Eine dieser 
Schriften hat ihr Verfasser, Herr Sturm, als besonderes Werk erscheinen 
lassen. Indem es mir zum besonderen Vergnügen gereicht in diesem Journal 
dıe andere Schrift zu veröffentlichen, deren Verfasser, Herr Uremona ın 
Mailand, durch seine zahlreichen und interessanten geometrischen Unter- 
suchungen bei den Mathematikern bereits in hohem Ansehen steht, glaube 
ich den Wünschen vieler Leser entgegenzukommen, wenn ich aus dem Be- 
richte über die öffentliche Sitzung der Akademie vom 5. Juli 1866 diejenige 
Stelle wörtlich folgen lasse, in welcher nach vorangegangener Beurtheilung 
der drei anderen Bewerbungsschriften die Cremonasche Abhandlung ihre 
wissenschaftliche Würdigung findet. 

„Die vierte, ebenfalls sehr reichhaltige und sehr sorgfältig ausge- 
arbeitete Bewerbungsschrift ist in französischer Sprache verfasst unter dem 
Titel: Memoire de Geometrie pure sur les surfaces du troisieme ordre, und 
mit dem Motto von Steiner: 

Es ıst daraus zu sehen, dass diese Flächen fortan fast ebenso 
leicht und einlässlich zu behandeln sind, als bisher die Flächen 
zweiten Grades. 

Diese schlägt zur Lösung der gestellten Aufgabe einen ganz anderen 
Weg ein*). Sie gründet nämlich die Theorie der eubischen Flächen aut 

*) Vorher ist von der dritten (Sturmschen) Arbeit gesagt worden, dass sie von den 
Steinerschen Erzeugungsweisen der Flächen dritten Grades ausgeht. 











Iv Vorwort. 


eine vorausgeschickte ausführliche Untersuchung über die allgemeinen Eigen- 
schaften der Flächen aller Grade. Die Steinerschen Sätze ergeben sıch auf 
diesem Wege sämmtlich als specielle Fälle allgemeinerer Theoreme, und es 
tritt eben deswegen die wahre Bedeutung derselben um so klarer hervor. 
Auch hat sich der Verfasser nicht darauf beschränkt. die von Steiner und 
anderen Greometern aufgestellten Sätze über die Flächen dritten Grades 
zu begründen, sondern hat mehreres Werthvolle hinzugefügt, was er selbst 
oefunden hat.“ 

Schon ım Voraus mache ich auf eine nachgelassene Abhandlung 
Jacobis aufmerksam. mit welcher das erste Heft des nächsten Journalbandes 
herinnen wird, und deren Vorbereitung für den Druck Herr Heine zu über- 
nehmen die Güte gehabt hat. Im Anschluss an eine bisher unbeachtet ge- 
hliebene Arbeit Ewulers stellt in derselben Jacobi eine Ausdehnung der 
Kettenbruch- Algorıthmen auf und gelangt zu dem Resultat, dass die nach 
dieser Methode gemachte Entwickelung periodisch wird, wenn man sie auf 
complexe Zahlen anwendet, dıe aus der Wurzel einer Gleichung dritten 


zebildet sind. Dieses merkwürdige Resultat, welches mit einer 


(rades 
Untersuchung des Herrn Hermite (Bd. 40 p. 286 dieses Journals) ın Zu- 
sammenhang zu stehen scheint, ıst von Jacobi an emer Reihe von Bei- 
spielen geprüft aber nicht allgemein bewiesen worden, sodass durch die 
dankenswerthe Bearbeitung und Herausgabe der unvollendeten Abhandlung 
den heutigen Mathematikern eine zu lösende Aufgabe gestellt wird. 


Berlin. ım Juni 1868. 


CC. W. Borchardt. 
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Memoire de geometrie pure sur les surfaces 
du troisıeme ordre. 
(Par L. Cremona & Milan.) 


.. +. Es ist daraus zu sehen, dass diese Flächen 

fortan fast eben so leicht und einlässlich zu be 

handeln sind, als bisher die Flächen zweiten 

Grades. 

STEINER, 
(dieses Journal, B. LIII, p. 133. 
et ecrit. etant destine au concours publie en 1864 par I Academie 

royale des sciences de Berlin. pour le prix fonde par Steiner. contient la 
demonstration de tous les theoremes enonces par ce grand geomelre dans son 
Memoire Ueber die Flächen dritten Grades (1856). On y trouvera, en outre 
de cela, tous ou presque tous les resultats obtenus par d’autres mathemaliciens 
qui ont traite ce sujet: et l’auteur se flatte qu’on y remarquera aussi plusieurs 
proprietes qui sont dues a ses propres recherches. 

Puis, attendu que la theorie des surfaces du troisieme ordre a son prin- 
cipal fondement dans la theorie generale des surfaces d’ordre quelconque, au sujel 
de laquelle on ne connait aucun traile geometrique; et que l’exposition d’un 
grand nombre de proprietes n’offre pas plus de facilit@ pour les surfaces cu- 
biques, que pour les surfaces d’ordre quelconque; lauteur a juge convenable de 
commencer par quelques chapitres relatifs a ces dernieres. Dans ces premiers 
chapitres, il a dispose les theoremes fondamentanx touchant les surfaces polaires, 
les systemes de surfaces, les surfaces nodales conjugu6es *), etc. tout en se bornant 
a ce qui est susceplible d’eire applique aux surfaces du troisieme ordre. 

Les chapitres suivants contiennent. outre lapplication des prineipes 


generaux aux surfaces cubiques”*), les proprietes si nombreuses qui resultent 





*) L’auteur s’est permis d’employer les mots Hessienne et Steinerienne pour dis- 
tinguer entre elles les deux surfaces qu’on devrait, d’apr&s STEINER, appeler conjugirte 
Kernflächen. De möme, il a appel@ simplement surface polaire d’un plan ou d’une 
droite, ce que STEIMER avait nommd zweite Polare. Üette derniere dietion est, sans 
doute, preferable en cas qu’on ait A considerer (pour les surfaces d’ordre plus @lev@) 
toute la serie des enveloppes polaires relatives aux points d’un lieu quelconque. 

**) On doit entendre la surface cubique generale, sans points multiples. A cause 
de l’extension et de l’importance des matieres traitdes, le temps nous a fait defaut pour 
nous occuper aussı des surfaces cubiques d’une classe inferieure A la douzieme: ce que, 
du reste, ’Acad@mie semble n’avoir pas voulu demander. 
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de la coineidence des deux surfaces nodales en une surface unique (Hessienne) 
de quatrieme ordre, qui possede dix points doubles et dix droites (sommets 
et areles d’un pentaedre tres-remarquable), et dont les points sont conjugues 
deux a deux: d’oüu il suit par exemple une transformation de figures formees 
par les droites et les plans qui passent par un point double de la Hessienne. 

En suite. on trouvera d’autres chapitres touchant les manieres diffe- 
rentes dengendrer une surface cubique; le systeme des vingt-sept droites, 
les arrangements de celles- ci; la geomelrie des courbes tracees sur une sur- 
face eubique (a l'aide de la representation sur un plan); les systemes de sur- 
faces de second ordre qui coupent la surface eubique le long de trois coniques; 
les hyperboloides qui la rencontrent suivant six droites; les triedres con- 
jugues, etc. On donne enfin la classification des surfaces du troisieme ordre 
(et de la douzieme classe) en cing especes, eu egard a la realite des vingt- 
sept droites. Dans ce dernier chapitre on trouvera aussi le moyen de con- 
struire toutes les cing especes, auquel effet on se sert de la discussion (que 
nous ceroyons nouvelle) des cas differents oflerts par lintersection de deux 
surfaces de second ordre. 

Par respect aux souhaits de "Academie, on aurait dü consacrer des 
recherches expresses a la courbe gauche du neuvieme ordre, quon obtient 
par lintersection de deux surfaces cubiques. Mais, en premier lieu, il a 
paru a l’auteur que la geometrie pure ne soit pas encore preparee convenable- 
ment a des speculations d’une si grande difficulte; et secondement, le temps lui 
a manque, non seulement pour se vouer ä ces recherches, mais aussi pour 
developper davantage certains autres arguments *), et pour remedier aux 
graves imperfections dont se ressent ce travail, a cause de sa redaction pre- 
ecipitee. En defaut d’une veritable theorie de ces courbes du neuvieme ordre, 
l’auteur presente (chapitre 8°) l’enumeration des courbes gauches qui resultent 
de lintersection d’une surface cubique avec une surface du second ou du 
troisieme ordre, et lindication du procede tres-simple pour etudier ces courbes 
dans leurs representations sur un plan. A la consideration de cela et des 
contributions apportees a d’autres points de la theorie, l’auteur ose se pro- 
mettre lindulgence de l’Academie. 

Il nous reste a parler de l’instrument de recherche, avec lequel ce 
travail a ete conduit. Obeissant aux prescriptions de l’Academie et heureux 


*) Par ex. la theorie des surfaces qu'on pourrait appeler covariantes (art. 65 
et suiv.). 
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d’ailleurs de pouvoir suivre son propre penchant. lauteur s’est servi ex- 
clusivement de la geometrie pure, dite (peut-etre improprement) synthetique: 
et il se flatte qu’on jugera que le procede uniforme et facile. quil a suivi 
dans tout le cours de cet &crit. rentre dans l’esprit de ces methodes puissantes 
et lumineuses qui ont valu A Strıner la decouverte d’un si grand nombre de 
proprieles tres-imporlantes. proprietes que ce celebre sphinx geometrique a 
lögudes A ses successeurs. comme aulant d’enigmes a dechiflrer. 

A ce propos. l'auteur declare quil aurait eru manquer a la probite 
scientifigque, sil se füt borne a demontrer geometriquement les Iheoremes de 
STEINER, en supposant connues ei demontirees les proprietes sur lesquelles ces 
theoremes sont naturellement fondes. L’auteur a cense de son striet devoir 
de s’appuyer seulement sur ce qui avail eie demontre par la geometrie pure; 
et des lors. il a admis. par exemple. comme etant connues, la theorie des 
courbes planes. la generation des courbes polaires qui demeure la m@me pour 
les surfaces polaires. les formules de M. Prücker qui expriment les relations 
entre les caracteristiques des courbes planes (car ces formules ont ete de- 
monireces geometriquement autre part). les formules que M. Cayrey a deduites 
sans calcul de celles de M. Prücker et qui elablissent des relations entre les 
;aracteristiques d’une courbe gauche, ete. Au contraire, d’autres proprietes (par 
exemple celles, si importantes et fecondes, des chapitres 2" et 3°). qu’on con- 
naissait seulement sous la forme didentiles algebriques. se trouvent ici de- 
montrees par Ja synthese. afın quielles servent ensuite de base au developpe- 
ment des theoremes qui sont le veritable sujet de ce travail. De sorte que. 
quoiqu en grande partie ces proprieles ne soient pas enoncees ici pour la premiere 
fois. neanmoins elles paraitront nouvelles par leur traitement geometrique. 

Du reste, c'est a l’Academie de juger jusqu’a quel point l’auteur a mis 
du nouveau et du sien propre dans ce Memoire. Ainsi. par respect a ce 
jugement, s’est- il abstenu des eitations frequenles; et il se borne a declarer 
ici qu’outre le Memoire de Steiner (objel du concours) et les ouvrages d’ar- 
gument general des MM. Cuasıes. Hesse, Joxguserks elc.. il a consulte les 
eerits suivanis qui traitent parliculierement des surfaces du troisieme ordre: 
CayıEeyv. On the triple tangent planes of surfaces of the third order Cam- 

bridge and Dublin Math. Journal, IV. 1849). 


Sırmon,. On the triple tangent planes to a surface of the third order (ibidem). 


SYLvVESTER. On elimination, transformation and canonical forms (Camb. and 
Dub. Math. Journal. VI. 1851). 


D 
-, 
1 5 
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Grassmann, Die stereometrischen Gleichungen dritten Grades und die dadurch 
erzeugten Oberflächen (dieses Journal, XLIX. 1854). 

Briosen, Intorno ad aleune proprietäa delle superficie del terzo ordine (An- 
nali di scienze mat. e fis. Roma 1855). 

ScnLÄrtı, An attempt to determine the twenty-seven lines upon a surface 
of the third order ete. (Quarterly Journ. of Math. Il. 1858). 

CresscH, Zur Theorie der algebraischen Flächen (dieses Journal, LVIH. 1860). 

—— „Ueber eine Transformation der homogenen Functionen dritter Ord- 
nung mit vier Veränderlichen (ibidem). 

Sırmon,. On quaternary cubies (Philosoph. Transactions, 1860). 

Cregsch,. Ueber die Knotenpunkte der Hesseschen Fläche, insbesondere bei 
Oberflächen dritter Ordnung (dieses Journal, LIX. 1861). 
ScniararELıı,. Sulla trasformazione geometrica delle figure ed in particolare 
sulla trasformazione iperbolica (Memoire dell’ Accad. di Torino, 1862). 
Avcust, Disquisitiones de superficiebus tertü ordinis (Dissert. inaug. Berolini 
1562). 

Schröter, Nachweis der 27 Geraden auf der allgemeinen Oberfläche dritter 
Ordnung (dieses Journal, LX1. 18653). 

CıesscH, Zur Theorie der algebraischen Flächen (dieses Jour., LXIII. 1863). 

ScuLäruı, On the distribution of surfaces of the third order into species ete. 
(Philosoph. Transact. 1863). 

Sırmon, Analytic geometry of three dimensions, 2° ed. (Dublin 1865). 

Avertissement. Les notes renferm@es dans les crochets carr@s | ] ont £t& 


ajoutdes en janvier 1867. 





Chapitre premier. 


Les surfaces polaires par rapport A une surface fondamentale 
d’ordre quelconque. 


I. Considerons une surface fondamentale quelconque, d’ordre ». Un 
point, pris arbitrairement dans l’espace, sera le pole de »„—1 surfaces polaires, 
dont la premiere est de l’ordre »—1, la deuxieme de l'ordre »—2, ... et la 


derniere est un plan. 
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Nous omettons la definition de ces polaires, de meme que la de- 


monstration de plusieurs proprieles qui suivent, car nous n’aurions qua re- 
produire ce qui a ete deja expose geometriquement pour les courbes planes *). 

De plus, notre but n’etant autre chose que lapplicalion de ces pro- 
prieles generales aux surfaces du troisieme ordre, nous traiterons presque 
exclusivement de la premiere et de la derniere polaire. 

2. Si la r"" polaire d’un point o passe par un point o', la (n—r)“"" 
polaire de 0’ passe par o. Done, par trois points donnes arbitrairement dans 
l'espace il passe une seule premiere polaire, dont le pole est lintersection 
des plans polaires des points donnes. C’est-a-dire que les premieres polaires 
de tous les points de l’espace forment un systeme lineaire **). 

Les premieres polaires qui passent par un m&@me point donne ont (n—1)’ 
points communs et forment un reseau; leurs poles sont dans un plan (le plan 
polaire du point donne). 

Les premieres polaires qui passent par deux m&mes points donnes 
forment un faisceau, dont la base est une courbe gauche de llordre (»—1)'; 
leurs poles sont dans une droite (lintersection des plans polaires des points 
donnes). 

3. Les plans qui passent par un point donne ont leurs poles dans la 
premiere polaire de ce point. Les plans qui passent par une droite ont leurs 


poles dans la courbe gauche d’ordre (»—1)’, commune aux premieres polaires 


a Ale die 


de deux points quelconques de la droite ***). Un plan a (a—1)’ poles: ce 
sont les intersections des premieres polaires de trois points quelconques du plan. 

4. Le plan polaire d’un point quelconque par rapport Aa la surface 
fondamentale est le plan polaire de ce point par rapport aux autres surfaces 
polaires du m&me pole. 


*) Voir par ex. la Teoria geom. delle curve piane de Uremoxa (Bologna 1862). 

**) On nomme reseau de surfaces un assemblage de surfaces du möme ordre, 
tel quiil nen passe qu’une seule par deux points quelconques donnes. Parmi les sur- 
faces dun r&eseau, toutes celles qui passent par un m@me point donn‘ forment un 
faisceau. 

Des surfaces du m&@me ordre forment un systeme lineaire quand il n’en passe 
qu’une par trois points quelconques donnds. Toutes les surfaces dun systeme lin@aire 
qui passent par un m@me point forment un reseau; toutes celles qui passent par deux 
m&mes points forment un faisceau. | Voir Uremona, Preliminari di una teoria geome- 
trica delle superficie, 42. Bologna 1866. ] 

“##) Nous donnons A cette courbe gauche le nom de courbe polaire de la droite 
donnee. 
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9. Si le pole se trouve sur la surface fondamentale. toutes les polaires 
passent par le pole et sont tangentes. en ce point, ä cette surface. Le plan 
polaire coupe la polaire du second ordre (quadrigque polaire) suivant deux 
droites qui sont osceulatrices au pole, a la surface fondamentale et aux autres 
surfaces polaires; c’est-a-dire qu’au pole. les coniques indicatrices de la sur- 
face fondamentale et des surlaces polaires ont les m&emes asymptotes. © ces 
asymplotes coineident ensemble, la quadrique polaire devient n&cessairement un 
cone: le pole est. dans ce cas. un point paraboligue pour la surface fon- 
damentale (et pour les autres surfaces polaires). 

6. Les points de contact de la surface fondamentale avec les droites 
tangenles issues dun point quelconque o, sont les points de la courbe d’ordre 
» n—1,. interseclion de la surface avec la premiere polaire de o. Done la 
classe de la surface fondamentale, c’est-a- dire le nombre des plans tangents 
qui passent par deux points 0, 0’, est »/n—1)': ce nombre etant celui des 
points communs a la surface fondamentale et aux premieres polaires de o, 0". 
On voit encore que la classe d'une section plane de la surface fondamentale, 
ou. ce qui est la meme chose, lordre du cone eirconscrit (le sommet £tant 
un point queleonque o) est n(n—1). 

°. Si o est un point de la surface fondamentale. cette surface et la 
premiere polaire de o se touchent en ce point; d’ou il suit que o sera un 
point double pour la courbe d’ordre »/»—1), intersection de ces deux sur- 
faces 6.). Le cone eireonserit. de sommet o, se decompose, dans ce cas, 
dans un cone d’ordre » 'n—1)—2 et dans le plan polaire de o: et ce plan, etant 
tangent a ce cone le long des deux droites osculatrices A la surface en 0, 
coupera le meme cone suivant » n—1 —2—4= n+?2)'n—3) autres droites. 
Parmi les droites qui sont tangentes ä la surface fondamentale 
en un point donne, il y en a done (»+2,\n—3), qui la touchent de 
nouveau ailleurs. 

S. Si une droile menee par un point quelconque 0 de lespace est 
oseulatrice a la surface fondamentale en un de ses points. le point de contacl 
appartient evidemment a la premiere et a la deuxieme polaire de o. Done 
le nombre des droites osculatrices qui passen! par un point quel- 
conque de lespace est n n—1)n—2.. 

Le cone eirconserit. de sommet o, qui est de lordre »’»—1) et de 


la classe » »n— 1). a done »(n— 1)» — 2, generalrices stalionnaires. D’apres 


« . c 


les formules eonnues de M. PrückeEr. ce cone aura en oulre: 
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In n—1l,in—2 n—»3) generatrices doubles; il v a done ce nombre de 


tangentes doubles quon peut mener par oäla surface donnee: 
Anin—1)\n--2) plans tangents slationnaires; c’est-a-dire que ce nombre 
est la classe de la developpable formee par les plans station- 
naires (qui touchent la surface donnde aux points paraboliques (5.)); e! 
Inn —1l,ın—2),\n""—n +n—12), plans tangentis doubles; c’est-a-dire que 
ce nombre est la elasse de l'enveloppe des plans bitangents 
(qui touchent la surface donnee en deux points distinets). 

En supposant la surface fondamentale sans lignes multiples,. une quel- 
conque de ses sections planes sera de l’ordre », de la classe »'»n—1). sans 
points multiples, et par suite elle aura 32 n—2) points d’inllexion et In'n—2) n—9 
tangentes doubles; il y a done, dans un plan quelconque. ces nombres de 
droites oseulatrices et de droites bitangentes a la surface donnee. 

9. Si la surface fondamentale a un point multiple o, dont r soit le 
degre de multiplieite, ce meme point sera multiple suivant r—1 pour la 
premiere polaire d’un point queleonque; et par consequent la classe de la sur- 
face donnee en sera diminuee de r(r—1)’ unites. 

Le meme point o sera multiple suivant r pour toutes les surfaces po- 


eine 


laires de o; d’ou il suit que la polaire („—r sera un cone dordre r, el 
les polaires d’ordre moins eleve seront indeterminees. | 

Si la surface fondamentale possede une ligne multiple suivant r, la 
premiere polaire d’un point queleonque passe r—1 fois par cette ligne. Dans 
notre but. nous n’avons pas besoin de nous arreter ä chercher l’influence 
d’une ligne multiple sur la classe de la surface donnee. 

Nous nous bornons a observer que, si la surface donnee est le systeme 
d’un plan et d’une aulre surface, et que le pole soit pris dans ce plan, la 
premiere polaire sera composce du meme plan et de la premiere polaire re- 
lative a la deuxieme surface. 

10. Les polaires du m&me ordre par rapport aux surlaces d’un faisceau, 
le pole etant un point fixe, forment un autre faisceau qui est projectif au 
premier. De meme, si au lieu d’un faisceau, on a un reseau ou un systeme 
lineaire, les premieres polaires d’un point fixe forment un reseau ou un 
systeme lineaire, respeclivement. 

Si par la courbe diintersection de deux surfaces d’ordre », on pen! 
faire passer un cone du meme ordre, le sommet de ce cone aura les memes 


polaires par ‘appor! aux deux surlaces. 
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11. Soit F, la surface fondamentale donnee; o, o’ deux points quel- 
conques; P,. P,. les premieres polaires de o, o’ par rapport a F,; P,, la 
premiere polaire de o par rapport a P,; et P,, la premiere polaire de o’ par 
rapport a P,. Nous allons demontrer que P,, et P,, ne sont qu’une seule 
et meme surface d’ordre »—2. 

Soit E un plan mene arbitrairement par o'; et K, le cone dont o est 
le sommet, et la courbe (EF,) est la directrice. Dapres un theoreme 
connu *), les surfaces F,, K, se couperont suivant une autre courbe situee 
sur une surface F,_, d’ordre »—1. La surface donnee apparlient au faisceau 
determine par le cone K, et par le lieu compose EF,_,; done (10.) la polaire 
P,. appartiendra au faisceau determine par le cone K,_,, polaire de 0’ par 
rapport a K,, et par le lieu compose EF,_.. ou F,_, soit la premiere polaire 
de o par rapport a F,_,; car (9.) ce lieu compose est la premiere polaire de 
o' par rapport au lieu EF,_,. Or la polaire P,, coincide (10.) avec la 
premiere polaire de o par rapport a EF,_,. donc elle passera par la courbe 
diintersection de la surface F,_, avec le plan E (9.). 

Puisque la surface F, passe par la courbe (K,, EF,_,). la polaire P, 
coineidera avec la polaire de o par rapport au lieu EF,_, (10.). et passera 
consequemment (9.) par la courbe (EF,_,). Donc la surface P,,, passe par la 
courbe polaire de 0’ par rapport au lieu EF,_,. ec. a. d. par la courbe (EF,_.). 

On conelut diiei que tout plan E mene par 0’ coupe les polaires P,,. 
et P,., suivant une seule et möme courbe d’ordre (n—2). Donc ces sur- 
faces coincident en une seule et meme surface. que nous appellerons 
deuxieme polaire mi.xte des points 00". 

Il est tres-facile maintenant de passer a un theoreme plus general, 
relatif aux polaires dun ordre quelconque. 

12. Des theoremes (11.), (2.) on lire sans peine cet autre enonce: 
Si la premiere polaire d’un point x par rapport a la premiere 
polaire d’un autre point o passe par un troisieme point o, la 
premiere polaire de x par rapport ä la (»—2)”" polaire de 0 


passeräa par 0. 


*) On sait que par la courbe commune A deux surfaces d’ordre » ıl passe un 
Par consdquent, si deux surfaces d’ordre 


nombre infin! de surtaces du möme ordre. 
situde dans une surface d’ordre r, elles 


n passent par une courbe dordre ar (r<.n 
se couperont en outre suivant une autre courbe d’ordre n(n—r), sıtude dans une sur- 


face d’ordre n—r. 
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Et de meme un theoreme analogue pour les polaires d’ordre quel- 
conque. 

13. Si la premiere polaire de o a un point double 0’, la premiere 
polaire d’un point queleonque x par rapport a la premiere polaire de o passera 
(9.) par 0’, et par consequent (12.) la premiere polaire de x par rapport a 
la quadrique polaire de 0° passera par 0. De plus, puisque la deuxieme po- 
laire de o passe par o, il en suit que o est situe dans la quadrique polaire 
de o' (2.). Done. o est un point double pour la quadrique polaire de o'; 
c’est-a-dire que la quadrique polaire de 0’ est un cone de sommet o. 


eıne 


Analoguement, si la surface r"" polaire deoaun point double 


‚eine 


o', la surface »n—-r—I polaire de o a un point double en o. 

14. Si le pole parcourt une droite R, de quelle classe est la de- 
veloppable enveloppee par le plan polaire? Les plans passant par un poin! 
arbitraire ö ont leurs poles dans la premiere polaire de ce point: cette surface 
renconire R en n—1 points: l’enveloppe cherchee es! done de la classe 
»—1*). Nous donnerons a cette surface la denomination de developpable 
polaire de la droite R**). 

Les plans tangents de la developpable qui passent par un point ö sont 
les plans polaires des »—1 points ou AR est coup6e par la premiere polaire 
de i; done, si cette polaire est tangente a AR, le point ö appartient a la de- 
veloppable. C’est-a-dire que 

La developpable enveloppee par les plans polaires des 
points d’une droite est le lieu des poles des premieres polaires 
tancentes ä cette droite. 

Chacune des droites generatrices de la developpable est le lieu des 
poles dont les premieres polaires touchent AR au meme point. Parmi ces 
premieres polaires il y en aura une, laquelle sera osculee par AR; le pole de 
cette polaire appartient done aussi a la generatrice infiniment voisine. Ce qui 
revient a dire que la courbe cuspidale de la developpable est le 
lieu d’ un point dont la premiere polaire est oseul&ee par R. De 
meme, la courbe nodale de la developpable sera le lieu d’un 


point dont la premiere polaire a un double contact avec AR. 

*) Sı la surface fondamentale a un point 0 multiple suivant r, ce point est mul- 
tiple suivant r—1 pour la premiere polaire d’un pole quelconque (9.); d’oü il suit que, 
sı R passe par o, l’enveloppe des plans polaires sera de la classe n—r. 

”*) On d@montre pareillement que la developpable polaire d’une courbe d’ordre m 
est de la classe m(n—1). 
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On pent tres-facilement determiner l’ordre de la developpable polaire 
et de ses courbes singulieres. Les points d’une droite arbitraire sont les poles 
d’un faisceau de premieres polaires; dans ce faisceau il yen a 2(2—2) tan- 
sentes a R; done ce nombre est l’ordre de la developpable. Un plan 
queleonque mene par R coupe les premieres polaires de ses points suivant un 
reseau de courbes dordre »—1; dans ce reseau il y a 3(n—3) courbes 0os- 
culees par R, et 2(n—3)(n—4) courbes touchces par R en deux points dis- 
tinels; par consequent, la courbe cuspidale est de l’ordre 3(n—3), 
et la courbe nodale est de l’ordre 2(n—3)n—1). 

D’apres les relations connues entre les caracteristiques d’une develop- 
pable *),. on trouve que la courbe cuspidale a 4(»—4) points stalionnaires, 
cest-a-dire quil y a autant de points dont les premieres polaires ont un 
contact du troisieme ordre avec R; etc. 

15. Considerons la surface enveloppee par les plans polaires des points 
d’une surface donnee S, d’ordre m. Les plans polaires qui passent par une 
droite arbitraire ont leurs poles (3.) dans une courbe de llordre (2—1)'; done 
I'enveloppe cherchee est de la classe m(»—1)’. Les plans tangents qu’on peut 
mener par une droite quelconque ä cette surface, que nous designerons par 
K, sont les plans polaires des intersections de la surface donnee 8, avec la 
courbe d’ordre (a—1)’ correspondante a cette droite; donc cette droite sera 
tangente a K, si la courbe correspondante touche S,. Par consequent, si 
deux droites, se coupant en un point ö, correspondent a deux courbes d’ordre 
(»—1) tangentes a S,, le point ö appartiendra a K. Or, ces deux courbes, 
d’apres leur definition (3.),. sont situees sur la premiere polaire de i; done la 
surface K est le lieu d'un point dont la premiere polaire est 
tangente ä S,. 

Sim=1, K est l'’enveloppe des plans polaires des points d’un plan 
donne E et en meme temps le lieu des poles des premieres polaires tangentes 
a ce plan. Cette surface, de la classe (»—1)', est de l’ordre 
3(» —2)'; en ellfet, les premieres polaires des points d’une droite arbitraire 
sont coupees par E suivant un faisceau de courbes de l’ordre »n—1, et dans 
ce faisceau il y a 3(a—2)  courbes avec point double. 

Les premieres polaires des points d’un plan quelconque coupent E sui- 
vant un reseau de courbes d’ordre »—1; or, on sait que dans un tel reseau 


’ 


*) |Voir la Teoria geometrica delle superficie d&ja citee, 19—12.]| 
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ii ya 3-2) n—3)(3n —9n—5) courbes avec deux points doubles. ei 
12 (n—2)(n—3) courbes avec un point stationnaire: la surface K possede 
done une courbe nodale et une courbe cuspidale. dont ces nombres 
expriment les ordres. 

D’apres ce qui preceede, si la premiere polaire d’un point ö touche le 
plan E au point ©, r&eiproquement le plan polaire de ö est langent a Ken ü. 
Soit ö un point commun au plan E et a la surface fondamentale: le plan 
polaire de i sera tangent en Ö ä cette surface et en © a K: done la sur- 
face K est inscrite dans la developpable qui est ceirconscrite a la 
surface fondamentale le long de sa section par le plan E. 

16. On a vu (3.) que le lieu des poles des plans passant par une 
droite est une courbe gauche d’ordre (»—1). On peut de meme demander 
le lieu des poles des plans langents d’une surface quelconque de la classe m. 

Si la surface donnee es! developpable. elle aura m'»—1)' plans tan- 
genis communs avec la surface de classe (»—1)‘. enveloppe des plans polaires 
des points d’un plan queleonque E (15.): et des lors. ce plan E contiendra 
autant de points du lieu demande. Donc, le lieu des poles des plans 
tangents dune developpable de la classe m est une courbe gauche 
dordre m/n—1) 

Si la surface donnee nest pas developpable, elle aura m(»—1) plans 
tangenis communs avec la developpable de classe »—1 formee par les plans 
polaires des points dune droite queleonque AR (14.): d’ou il resulte quune 
droite queleonque contient m(»—1) points du lieu demande. Ainsi le lieu 
des poles des plans tangenis d’ une surface quelconque de la 


classe m est une autre surface dordre mn —1 


Chapitre deuxieme. 
Systemes de surfaces d’ordre quelconque. 


17. Si l’on se donne deux faisceaux projectifs de surfaces d’ordre n, 
et n, respectivement, le lieu de la courbe dintersection de deux 
surfaces correspondantes est une surface dordre n,+2,. qui passe 
par les courbes d’ordre n, et m. bases des faisceaux donnes. 

En un point quelconque de la premiere base, la surface d’ordre n,—+n; 
est touchee par la surface d’ordre »,. qui correspond a la surface d’ordre n, 


passant par ce point. 


)% 


2 
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15. Soient donnes trois faisceaux projectifs de surfaces d’ordre », 
n,. 2, Tesp. Les deux premiers faisceaux engendrent (17.) une surface d’ordre 
2,+n,; de meme. le premier et le troisieme faisceau donnent une surface 
dordre »,+n,. es deux surfaces passent par la courbe d’ordre »,. base 
du premier faisceau. et par suite elles se couperont suivant une aulre courbe 
dordre (n,+m,)(n+n,)—n,. qui passe @evidemment par les n,\n.+n,) points 
ou la base du premier faisceau rencontre la surface engendree par les deux 
autres faisceaux, elec. Done 

Le lieu des points oü se coupent trois surfaces correspon- 
dantes de trois faisceaux projectifs dordre m. n,. n,,. est une 
courbe gauche dordre mm; +n,n,+n,n,. qui a n,m-+n,) points com- 
muns avec la base du premier faisceau, etc. 

19. Soient donnes quatre faisceaux projectifs de surfaces d’ordre n,. 
%,» M;, N, resp. Le troisieme et le quatrieme faisceau engendrent (17.) une 
surface dordre »,+n, qui passe par la base du troisieme faisceau et a par 
suite »,(n,—+n,) points communs avec la courbe d’ordre m,n,+n,n,+n,n, en- 
gendree \18.) par les premiers trois faisceaux. Donc, cette courbe et cette 
surface se couperont en (n;+n,) (mn; +n,n, +nın,)—n;,(n,—+n,) autres points, 
cest-a-dire que 

ya mnn-tnnn,-n mn, +n,n,n, points, dont chacun est 
commun a qualtre surfaces correspondantes de quatre faisceaux 
projeetifs dordre n,. m, n;, n;. 

20. Dans un faisceau de surfaces d’ordre », combien il y en a qui 
soient douees d’un point double? Prenons qualre points arbitrairemen! dans 
l'espace; leurs premicres polaires formeront (10.) quatre faisceaux projeclifs 
dordre »n—1. Si une des surfaces donnees a un point double, la premiere 
polaire dun pole queleonque passe par ce point; et par consequent les points 
doubles sont les points de l'’espace par lesquels passent quatre surfaces cor- 
respondantes des qualre faisceaux de polaires. Le nombre des surfaces du 
faisceau donne&, qui ont un point double, est done (19.) 4» —1)". 

21. On demande le lieu des poles d’un plan par rapport aux 
surfaces dordre » d’un faisceau. Soient a, b, e trois points pris arbi- 
trairement dans le plan donne; si x est le pole du plan abe, reciproquement 


u» 


2.) les premieres polaires de a, b, e passent par m. Or, ies premieres po- 


laires de a, b, e forment trois faisceaux projectifs d’ordre „—1; le lieu cherche 
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est done /18.) wne courbe gauche d ordre 3(2—1), qui passe par les 


4/n—1) points doubles (20.) du faisceau donne. 

22.  Soient donnes deux reseaux projectifs de surfaces dordre n,. n,: 
un faisceau quelconque, compris dans le premier reseau, et le faisceau. qui 
lui correspond dans l'autre reseau, engendrent une surface & d’ordre n,+ m. 
Les surfaces # forment elles-memes un reseau. Soient,. en ellet, a et b 
deux points arbitraires dans l'espace. Par a passent deux surfaces correspon- 
dantes R, AR’ des deux reseaux; et de meme, deux autres surfaces correspondantes 
0, 0’ passent par b. Les surfaces (R, 0). (R’, 0°) determinent deux faisceaux 
projectifs, a l’aide desquels on peut engendrer la surface $,: la seule qui passe 
par a et b. 

Soit P, P’ une autre couple de surfaces correspondantes des deux 
reseaux. qui n apparliennent pas resp. aux faisceaux (RO), (R’O"). Les faisceaux 
PR). ‘P'R') engendreront une autre surface &,; et de meme les faisceaux 
OP). (Q’P’) une troisieme surface P,. Les surfaces $,. $, passent par la 
courbe RR’ d’ordre »,n,; elles ont done une autre courbe commune, de l'ordre 
(a, +n,)—n,n,. Un point queleonque de cette courbe, considere comme situe 
sur D,. est commun ä deux surfaces correspondantes S, S’ des faisceaux (RO). 
(R'O'); et le meme point, considere comme situe sur P,, apparlient aussi ä 
deux surfaces correspondantes T, T’ des faisceaux (PR), (PR). Les deux 
faisceaux (PO), (TS), appartenant ä un meme reseau, ont une surface com- 
mune U, a laquelle correspondra, dans l'autre reseau, une surface U’ commune 
aux faisceaux (PO), (TS): d’ou il suit que tout point de la courbe d’ordre 
n+n-+-n,n,. savoir tout point commun aux surfaces S, S’, T, T', est un poin! 
commun aux bases des faisceaux (TS, (T'S’). et par consequent il est commun 


rs 


aux surlaces U, U Done cette courbe dordre »)+n:--n,”,. commune aux 
surfaces $,, $,. est situee aussi sur &,. et peut etre regardee comme base 
du reseau des surfaces $. (Ce reseau est determine par les trois surfaces 
P,. P;. $,, lesquelles n apparliennent pas au meme faisceau. car $, ne con- 
tient pas la courbe RR). 

Coneluons done que les surfaces d ordre n,+m,, sur lesquelles 
sont situ&es les courbes d intersection des surfaces correspon- 
dantes de deux reseaux projectifs d’ordre ”»,. m. forment un 
reseau et passent toutes par une meme courbe gauche de l ordre 
n. tm +nn. 


Deux surfaces P, 0 du premier reseau donne se rencontrent suivanl 
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une courbe dordre z,. a laquelle correspond une courbe P'Q’ d’ordre »} dans 
autre reseau. Ces deux courbes, en general, ne se coupent pas: mais pour 
celles qui se coupenl, les points dintersection apparliennent evidemment ä la 
courbe d’ordre 2, +m-+n,n,. Autrement: chaque point de cette courbe 
estcommun aux bases de deux faisceaux correspondantis, au lieu 
que par un point arbitraire de l’espace ne passe plus qu’une couple de sur- 
[aces correspondantes. 

23. Trois reseaux projectifs de surfaces d ordre n,. m. 
», resp. etani donnes. quel est le lieu d un point par lequel 
passent trois surlaces correspondantes? Soit @ une droite arbilraire, 
z un point quelconque de @. Par x passent deux surfaces correspondantes 
des premiers deux reseaux:; la surface correspondante du troisieme rencontrer: 
G en n, poinis «. Si l’on fixe arbitrairement un point x’ sur @, les surfaces 
du troisieme reseau qui passent par x forment un faisceau, auquel corre- 
spondent, dans les aultres reseaux. deux faisceaux qui. elant projeclifs, en- 
gendrent (17.) une surface d’ordre »,—+n,. Üelte surface coupera ( en n,+m, 
points =. 11 y aura done, dapres un lemme connu, (2,-+2;)-+-n; coincidences 
de x avec x, c’est-a-dire que le lieu cherche est une surface de l’ordre 
n,+n,-n,. 1 est @vident que cette surface passe 1’. par un nombre 
infini de courbes gauches d ordre mn, +»,%,+n,»%,. chacune des- 
quelles est engendree (18.) par trois faisceaux correspondants 
dans les trois reseaux donnes: 2. par les »; points communs 
aux surfaces du premier reseau, et de meme pour les autres r&e- 
seaux: 3. par la courbe d ordre m +m+n,n, engendree (22.) par 
les deux premiers reseaux:; el de m&eme pour les aulres combi- 
naisons binaires des trois reseaux. 

24. On donne quatre reseaux projectifs de surfaces dordre n,, m. 
?,. 9, resp.; cherchons le lieu dun point oü se coupent qualre surfaces cor- 
respondantes. Les surfaces correspondantes des premiers trois reseaux se 
coupent sur une surface (23.) d’ordre »,+m;+n;,: et de meme le premier, le 
deuxieme et le quatrieme reseau donnent une surface dordre n,+m-+n,. (es 
deux surfaces ont en commun la courbe d’ordre »,+ :4+-n,”, engendree (22.) 
par les premiers deux reseaux, elles se couperont donc suivant une aulre 
courbe dorde (m +-m+n) m +m;+n,)— (m +m-+n,n,): d’oü il suil que 
Le lieu d un point par lequel passent quatre surfaces cor- 


respondantes de quatre reseaux projectifs d ordre n,. m. m. n, 
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est une courbe zauche de l ordre 
HENNEF TFTMmNn,TNN,. 

Cette courbe conlient evidemmen! un nombre infini de systemes de 
MMZNF+ NN, + Rn mn, + Rn, points, chaque systeme elant engendre (19. 
par quatre faisceaux correspondants dans les reseaux donnes. 

25. Dans quel lieu sont distribues les points doubles des 
surfaces d un reseau d ordre »? Les premieres polaires de qualre points 
arbitraires de llespace 20.) forment quatre reseaux projeclifs d’ordre n—1. 
dans lesquels les surfaces correspondantes se coupent, quatre a qualre, sur une 
courbe gauche (24.) de lordre 6%»—1,. Cette courbe est done le 
lieu demande. Elle contiendra evidemment les 4(»—1,” points doubles de 
chaque faisceau compris dans le reseau donne. 

26. De quel ordre est le lieu dun point x, dont les plans polaires 
par rapport a deux surlaces dordre «, v se coupent sur une droite fixe @? 
Si les plans polaires de x passent par un point y de @, reciproquement les 
premieres polaires de y se couperont en x. Si y parcourt la droite @, les pre- 
mieres polaires de y forment deux faisceaux projectifs dordre u—1, v7 —1. 
qui engendreront (17.) une surface d’ordre u+v—2. Cette surface est done 
le lieu demande. 

Tout point commun ä cette surface et ä la courbe d’ordre ur, inter- 
section des surfaces donnees, a pour plans polaires les plans tangents, au 
meme point, aux deux surfaces; la droite commune a ces plans est done tan- 
gente en ce point a la courbe. Or, cette droite est rencontree par @; il y 
a done autant dintersections de la surface d’ordre u-+-r—2 avec la courbe 
d’ordre ur, que de tangentes de cette courbe rencontrees par @G; c’est-ä-dire 
que les droites tangentes a la courbe diintersection de deux 
surfaces d’ordre «, v forment une developpable de l’ordre 
ur (u+v—2). 

27. Revenons maintenant aux surfaces $&,,. P, (22.),. que nous avons 
vues se couper suivant deux courbes, dont lune est de l’ordre n) +m) +n,»; 
et lautre est lintersection de deux surfaces d’ordre z,. »,. La surface, lieu 
d’un point dont les plans polaires par rapport a ?,. D, se coupent sur une 
droite donnee, est (26.) de lordre 2 (2, +n,—1) et rencontre la premiere courbe. 
non-seulement aux points oü celle-ci est touchee par des droites croisces 
par la droite donnee /soit r le nombre de ces points, savoir l’ordre de la 


developpable oseulatrice de cette courbe), mais encore aux points (soil s 
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leur nombre) oü la premiere courbe est rencontree par l’aulre. 

En ellet chacun de ces points est un point de contact entre D, et $,, et par 

suite il a m@me plan polaire par rapport a ces surfaces. Nous aurons donc 
2 mn +; 1) m tm +nın) = r-+s. 

En faisant le meme raisonnement pour la deuxieme courbe, et en observant 

que pour celle-ei l’ordre de la developpable oseulatrice (26.) est nn, (n,4m—2). 


on aura 


2 (nn +. —1)an = nen tm; —2)+s, 
dou lon lire 
s = 2,15 N, . 
r=Rrm+mn) nn +; —-1N)+nm (m +m—-2)*). 


28. Considerons de la meme manicere les deux surfaces dordre 
n,-n,n, el n+m+n;, (24.) qui se coupent suivant deux courbes. dont une est 
de lordre »)+4+n;+nn, et lautre de llordre ,n,—-n,n,—-n mn nı + nn,+-n,n;. 
Soit r’ Fordre de la developpable osculatrice de la derniere courbe, et s’ le 
nombre des intersections des deux courbes: nous aurons. comme 


ci- devant. 


Rn +2; +; +, —2) mn, nn +) = r+s, 
f ) | s Ei ey | ' 
(2n, + 2n; N N,77 N; —_ 2 N, TFT NM TN,N) = r 75, 
ei par consequent 
Re | r re 4 | \ ) 
s = |NTNR)\N, TR TNRıN) TR MR, TR)» 
a +/\ l l -, - 1 J 
„! LE = N \ / 3 | Bi — 2 ' 3 > \ . “8 
r = MN TNNT) MT TNTN, I) TIMNZNLTNıNZNLT **')- 


29. Soient donnes cing reseaux projeclifs de surfaces d’ordre n,. 
las... 2, resp.; on demande en combien de points se coupent cinq surfaces 
correspondantes. Les deux premiers reseaux, combines successivement avec 
les autres, donnent (23.) trois surfaces d’ordre n+m-+n,. m, +m»-+n,. n,+ns-+n; 
resp. qui passent toutes par la courbe d’ordre »,+n:+n,n,. engendree (22.) 
par les deux premiers reseaux. De ces trois surfaces, les deux premieres 
se rencontrent suivant une autre courbe qui (28.) a s points communs avec 
celle mentionnee tout-a-l'heure: done cette autre courbe, qui est de l’ordre 
NN; NR, rencontrera la troisieme surface en (mn; +n;n,+)(n+n +n;,)—s’ 
autres points. Done: 

Ilyamnmn4 mm, -+m;n,n, points. chacun desquels est 
situe a la fois sur cing surfaces correspondantes de cinq re- 


seaux projectifs d’ordre m. m. ... n. 


*) NSamon, Analyt. Geom. of three dimensions, 2 ed. p. 274. 


’ 
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30, Quel est le lieu des poles d un plan donne par rap- 
port aux surfaces d ordre » d un reseau? Soient a, b, e lrois points 
arbitraires du plan donne .21.): les premieres polaires de ces points forment 
trois reseaux projeetils dordre »—1: le lieu demande est done (23. une 
surface de J ordre 3(/r—1). qui contient un nombre infini de 
courbes gauches d ordre 3(»—1)‘. chacune de celles-ci elant le lieu des 
poles du plan donne par rapport aux surlaces d’un faisceau (21.) eontenu dans 
le reseau propose. 

La courbe dintersection de la surface dordre 3 »—1) avec le plan 
donne est evidemment le lieu des points oüu ce plan es! langent aux surlaces 
du reseau. 

31. Quel est le lieu d’un point qui ait meme plan polaire par rappor!l 
a une surface fixe d’ordre » et a une des surfaces d'un reseau d’ordre m? 
Soit x un point pris arbilrairement sur une droite quelconque @: X le plan 
polaire de x par rapport a la surface fixe. Le lieu des poles de X par 
rapport aux surfaces du reseau est (90.) une surlace qui renconlrera G en 
3 m—1) points x’. Inversement. si x est un point queleonque de @, les plans 
polaires de x par rapport aux surfaces du reseau forment un aulre reseau, 
c’est-a-dire quils passent par un meme point: et par suite il ven aura »—1 
tangents a la developpable (14.) polaire de @ par rapport a la surface fixe. 
Ces »—1 plans sont les polaires (par rapport a la surface fixe) dautant de 
point x de @. Le lieu demande sera done une surface de l'ordre 

3(m—-1i)\+n-1 = I3m+n—4. 
Tout point commun a cette surface et a la surface fixe est situe dans son plan 
polaire: done le lieu des points de contact entire une surface 
d’ordre » et les surfaces d’ un reseau d ordre m est une courbe 
gauche d ordre n 3m-+n—4.. 

32. On se donne un faisceau de surlaces dordre » et un reseau de 
surfaces dordre m; et on demande le lieu des points de conliact entre 
les surfaces du faisceau el celles du reseau. Ce lieu passe par la 
courbe d’ordre », base du faisceau, car les surfaces du reseau qui passent 
par un point de la base forment un aulre faisceau,. dans lequel il y a une 


surface qui touche une des surfaces d’ordre »*). De plus, chacune de ces 


*) Lorsque les bases de deux taisceaux de surfaces ont un point commun o, il 
y a toujours une surface du premier faisceau et une surface du second, qui se touchent 
en 0. En effet, les plans tangents en 0 aux surfaces du premier faisceau passent par 
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dernieres surfaces contient une courbe d’ordre z» 3m -+n—4,, lieu des points 
de contact entre cette surface et celles du reseau (31.). D’oü il suit qu’une 
surface queleconque du faisceau donne rencontre le lieu demande suivant une 
courbe (composee) d’ordre » -+n(3m-+n—4): ce lieu est done de l’ordre 
3m +-2n—4. 

Sin=m, el que le faisceau et le reseau aient une surface commune 
(ce qui arrive lorsque Fun et lautre font partie d’un m&me systeme lineaire), 
cette surface appartient tout entiere au lieu. Dailleurs. toute surface passant 
par la courbe commune a deux surfaces d’un systeme lineaire apparlient ä ce 
meme systeme; et si deux surfaces d’un faisceau ont un point de contact, ce 
point est double pour une autre surface du faisceau: done 

le lieu des points de contact des surfaces d’ un systeme 
lineaire d ordre », ou bien le lieu de leurs points doubles, est 
une surface de l’ordre 4in—1). 

33.  Cherchons le lieu d’un point dont le plan polaire par rapport ä 
une surface fixe dordre » coincide avec le plan polaire par rapport a une des 
surfaces dun faisceau dordre m. Soit E un plan arbitraire; x un point quel- 
conque de ce plan: A le plan polaire de x par rapport a la surface fixe; le 
lieu des poles de X par rapport aux surfaces du faisceau est une courbe (21.) qui 
rencontre E en 3(m—1)’ points x’. Reciproquement, si x’ est pris arbitrairement 
dans E, les plans polaires de x’ par rapport aux surfaces du faisceau forment 
un autre faisceau, dans lequel il y a (a—1)’ plans tangents a la surface en- 
veloppe (15.) des plans polaires des points de E par rapport a la surface 
fixe: et ces (»—1)’ plans sont les polaires d’autant de points x de E. Si le 
point x deerit une droite quelconque en E, le plan X enveloppe (14.) une 
developpable de la classe »—1,. au lieu que les plans polaires des points de 
la meme droite, par rapport aux surfaces du faisceau, enveloppent une surface 
de la classe 2/m —1): en effet, cette droite est langente a 2/m—1) surfaces 
du faisceau. 1 v a done 2/m—1)(n—1) plans, chacun desquels a sur la 
droite consideree un pole par rapport A la surface fixe et un pole par rapport 
a une des surfaces du faisceau; c’est-a-dire que, si z decrit une droite, le 
lieu de x’ est une courbe de l'ordre 2(m—1)(»—1). Par consequent, d’apres 


une m&me droite, qui est la tangente en 0 & la courbe-base de ce faisceau; de m@me 
pour l'autre faisceau. Par cons@quent, le plan qui contient les droites tangentes en 0 
aux deux courbes-bases touchera, en ce point, une surface de chacun des deux 


falsceaux., 
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un theoreme connu *). le plan E contient 3(m— I + n- 1) 4-2 im—1)(n—1 
points x, chacun desquels coineide avec un des points correspondants x’; autre- 
ment, le lieu cherche est une courbe gauche dont l'ordre est exprime par ce 
nombre. Cette courbe passe par les 4(m—1)" points doubles 20.) du faisceau 
donne. car le plan polaire d’un point double, par rapport a la surface a la- 
quelle celui-ei appartient, est indetermine (9. 

Des intersections du lieu trouve avec la surface fixe, on deduit que 
dans un faisceau d ordre m il va „3 m—l)+ »—1)+2 m —Iin—1)! 
surfaces qui ont un point de conlact avec une surface donnee 
d’ordre nm. 

34. Deux systemes (lineaires) projeclils de surfaces 
d’ordres », et a, resp. donnen! lieu aun nombre infini de sur- 


faces dordre n,+n,. chacune desquelles est engendree (17.) par 


deux faisceaux correspondants. Soient P, 0, R, 8, ... des surlaces du 
premier systeme. et P', 0, R', S', ... les surfaces correspondantes de lautre 
systeme. Les trois couples de faisceaux correspondants PO), (PO): (PR), 


(P'R'): (PS), (P'S’) engendrent trois surfaces dordre »,—+2, qui passent toutes 


*) Supposons que, dans un plan donne, ä un point quelconque x correspondent 
deux courbes d’ordres u et v resp., qui se coupent en uv points ee: de manıere quau 
point x correspondront uv points w. Reciproquement, supposons quaux courbes (4) 
passant par un point x’ correspondent les points x d’une courbe d’ordre w, et quaux 
courbes () passant par le meme point x’ correspondent les points x d’une courbe 
d’ordre v’; d’oü il s’ensuit qu’ä un point ©’ correspondent wu'v points x. Considerons 
les points « dune droite; les courbes (4) correspondantes ä ces points forment tıne 
serie dindice w’ (suivant la d@enomination de M. JoxgvIErREsS), et les courbes (vr) cor- 
respondantes aux m@mes points forment, de m&me, une serie d’indice »'; et le lieu des 
intersections x’ des courbes correspondantes est (par un theor&me dü au m@me geomötre) 
une courbe d’ordre uv' + u'v. Analoguement, sı x’ deerit une droite, le lieu de x est 
une courbe d’ordre uv' + u'v. 

Si le point x est situ dans sa courbe correspondante (a), quel est le lieu de x? 
A un point were x dune droite arbitraire @ correspond une courbe (1) qui coupe 
G en u points =’; au lieu qu ‘aA un point x’ de la m@me droite correspond une courbe 
(u’) qui coupe G en w’' points x. Le lieu demand est done de lordre au-+w’. De 
meme, sı X doit ötre situ@ dans sa courbe correspondante (v), le lieu de xt est une 
courbe de Fordre » +9". Les (u-+w’)(» 4») intersections de ces courbes sont @videm- 
ment les points x dont chacun coincide avec un des points correspondants @'. Or 
on a identiquement ur + wuv+(uv+ wu») = (u+u')(v-+r), done: si, dans un 
plan, on a deux systemes de points Se ınts, le quä chaque point du premier 
systeme correspondent @ points de | autre; quä chaque point du second syst&me 
correspondent ß points du premier; et quune droite quelconque contienne 7 couples 
de points correspondants; ıl y aura «+ -+-y points doubles (Sarmon, Anal. Geom. of 
three dim. p. 511). 
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par la courbe PP’ d’ordre »,n,. et par suite “\ ont mn +m,)(n, + m;) autres 
points communs. Chacun de ces points est situe sur des surfaces O,,. R,. S,. 
apparltenant resp. aux faisceaux (PO, PR, PS , ei aussi sur les surfaces 
correspondantes Q,. R,. S,. qui apparliendront aux faisceaux (PO), (P'R'). 
PS resp. Done. le point considere est commun aux bases des faisceaux 
O,ft,.  Q,R,: dont le premier a une surface commune avec le faisceau 
OR, et le second a une surface commune avec le faisceau O'R'. Ces 
deux surfaces @lant correspondantes. il en suit que le point, dont il sagit. est 
situe sur la surface d’ordre »,-+n», engendree par les faisceaux (OR). (O’R'). 
Toutes ces surfaces d’ordre n,+-», ont done en commun les 
in, tn, n, tm points ci-dessus mentionnes. Par chacun de ces 
points passe un nombre infini de faisceaux correspondants: en 
d’aulres termes,. chacun de ces points est commun a toules les sur- 
laces de deux reseaux correspondanls. 

35.  Soient donnes trois systemes (lineaires) projectifs de surfaces 
d’ordres »,. »,. n,. resp. Un reseau queleonque du premier systeme, combine 
avec les reseaux eorrespondants dans les aulres systemes, donne (23.) une 
surface 7 d’ordre »,+n,+n,. Toutes ces surfaces 7 forment un nouveau 
systeme lineaire. Soient. en effet, a, b, ec trois points arbitraires dans l’espace. 
Les surfaces (»,) passant par a forment un reseau; dans le reseau correspon- 
dant du deuxieme systeme il y a un faisceau de surfaces qui passent par a; 
et dans le faisceau correspondant du troisieme systeme il y a une surface 
qui passe par a. C’est-a-dire quil y a trois surfaces correspondantes P, P', 
P”’ qui passent par a. De meme, il y aura trois surfaces correspondantes Q, 
0', 0" passant par b, et trois surfaces correspondantes R, R’, R" passanl 
par ec. es surfaces determinent trois reseaux projectifs "POR,, (POR'), 
(P'O"’R”). qui engendreront une surface #,. la seule qui passe par a, b, ec. 

Soit S, S’, S’ une autre terne de surfaces cogrespondantes, qui n’appar- 
liennent pas aux lrois reseaux mentionnes. Les ternes de reseaux correspon- 
dants (ORS.. (O’RS’'. (O’R"S”: RPS), RP'S'). (R’P’S"; (POS. (POS), 
P'0"S”, engendreront trois autres surfaces 7. P,. 7. Les surlaces #,, 


la courbe d’ordre n,n,-+n,n, +n,n, engendree (18) par les 


7, eontiennen! 

*) Deux surfaces d’ordre n, +n, passant par une courbe d’ordre n,n,, se coupent 
suivant une autre courbe d’ordre n’--n’-+n,n, qui rencontre la premiere (27.) en 
n.n,(n, + r,) points. D’ou ıl suit qu’une autre surface d’ordre n, +n, passant par la 
mÖme courbe d’ordre nn, rencontrera la deuxieme courbe en (n, +n,)(n? +n};-+n,n,) 


(n, +n,)(n?—+-n?) points non sıtuds sur la premiere. 


—nn,(n, +n,) = 
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trois faisceaux correspondants (RS. RS, (RTS”); elles se couperont done 
suivant une autre courbe de lordre mn, +m +n,"— (mn, I-n,n, +n,n) Un 
point quelconque de cette courbe. considere comme apparlenanl a #,. esl 
commun & trois surfaces correspondantes A, A, A” des !rois reseaux qui 
engendrent #,: et analoguement, le meme point r, considere comme silue sur 
P,. sera commun ä lrois surfaces correspondantes B, B', BT” des Irois reseaux 
generateurs de #,. Or, le reseau (POS, et le faisceau \ AP. faisant parlie 
dun me&me systeme lineaire, ont une surface commune €, a laquelle eorrespon- 
dront. dans le deuxieme systeme une surface € commune au reseau (POS 
et au faisceau (AB). et dans le troisieme sysleme une surface (” commune 
au reseau (PFOTS”) et au faisceau (Ab). Par consequent, le point x, elanl 
situe sur les surfaces A, A’, A’, B, B’, BT’, c’est-a-dire sur les bases des 
faisceaux (AB). (AB). (A’'b’), sera un point commun aux surfaces C, (, 
C, et par suite commun a trois surfaces correspondantes des reseaux (POS. 
(POS). (PFO’S”); ce qui revient a dire que x est un point de #,. On 
demontre de la meme maniere que x est situe sur #: done toutes les 
surfaces #7 forment un systeme lineaire el passen! par la courbe 
dordre n-+n -+n +nn, +n,n, nn. 

Cette courbe est. d’apres ce qui precede, le lieu d un point oü 
se eroise une infinite de ternes de surfaces correspondanles: en 
d’autres termes, le lieu d’un point commun aux courbes-bases de trois 
faisceaux correspondants: ou bien encore, le lieu dun point commun 


) 


a trois courbes d’ordres m,, »,. n,. correspondantes dans les SY- 
stemes donnes. 

Cette m&eme courbe contient evidemment les (»,+n,)'n, +-n;) points en- 
sendres (34.) par les deux premiers systemes; ei de meme pour les autres 
combinaisons binaires des svstemes donnes. 

36. On se donne quatre systemes (lineaires) projeclifs de surfaces 
d’ordres »,. %,. n,. n, resp. ei on demande l'ordre du lien d’un point ecommun 
a quatre surfaces correspondantes. Soit @ une droite arbilraire et x un poin! 
queleonque de @ On peut faire passer par .r une (seule) terne de surfaces 
correspondantes des trois premiers systemes (39.): la surface correspondante 
du quatrieme systeme coupera @ en », points r'. Reeciproquemen!. si Von 
prend arbitrairement un point =’ sur @, les surfaces (z,) passant par . formen! 
un reseau, et les reseaux correspondants dans les trois premiers sysiemes en- 


gendrent (23 ) une surface qui rencontrera @ en n,-+n,+n, points x. Done 
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Le lieu d’un point oü se coupent quaire surfaces cor- 
respondantes de quatre sysiemes lineaires projeectifs d’ordres 
ni» Ras N, n, est une surface de l’ordre + m +m,-+n,. 

Cette surface contient evidemment une infinite de courbes gauches 
dordre m n;+ mn, nm, + nn, nn, n,n,. chacune desquelles esi engendree 
(24.) par quatre reseaux correspondants. La meme surface passe par la courbe 
dorde m +m+m +mn, +n;n, nn, engendree (35.) par les trois premiers 
svstemes; et de m&me pour les autres combinaisons ternaires des quatre sy- 
stemes donnes. 

37. Quel est le lieu d un point x dont les plans polaires. 
par rapporl a qualtre surfaces donnees d ordres n,. %,. n,. n, resp.. 
passent par un meme point x? Les premieres polaires de .’ doivent 
passer par x; el dailleurs les premieres polaires des points de l’espace, par 
rapport aux quatre surlaces donnees, lorment quatre systemes lineaires pro- 
jectifs d’ordres »,—1. »—1. »;—1. n,—1; done (36.) le lieu du point x oü se 
coupent quatre surlaces correspondantes, cest-a-dire le lieu demande, est 
une surface de l’ordre ,+m%,+n,+n,—4. On donne ä cette surface le 
nom de Jacobienne des quatre surfaces donnees. 11 est evident que la Ja- 
cobienne passe par les points multiples des surfaces donnees. car chacun de 
ces points a un plan polaire indetermine. 

Soit n,=n,: dans ce cas on a deux surfaces d’ordres n,. %,. et un 
faisceau de surfaces d’ordre »,; et la Jacobienne devient une surface de l'ordre 
n,+m+2(n,— 2). lieu d’un point dont les plans polaires, par rapport aux 
surfaces d’ordres »,. », et a toutes celles du faisceau. ont un point commun: 
ou, ce qui est Ja m&eme chose, lieu d un point dont les plans polaires, 
par rapport aux surfaces d ordres n,, nm, etä une des surfaces du 
faisceau, passen! par une m&me droite. Cette Jacobienne passe par 
les 4(»,—1)’ points doubles des surfaces du faisceau (20.). Si une des sur- 
faces du faisceau touche la courbe d’intersection des deux surfaces fixes, le 
point de contact appartient a la Jacobienne, car trois plans polaires de ce point 
passent par une meme droite (la tangente a la courbe); il y a done, dans 
un faisceau d’ordre »n,. le nombre n,»(n,+%»+?2n,—4) de surfaces 
qui sont tangentes a la courbe diintersection de deux surfaces 


donndes d’ordres n,. m. 
Sin, =nm,=n,. nous aurons une surface fixe dordre », et un reseau 


de surfaces d’ordre »,: et la Jacobienne, surface d’ordre n,+ 3m;—4. deviendra 
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le lieu d’un point dont le plan polaire par rapport a la surface fixe coineide 
avec le plan polaire par rapport a une des surlaces du reseau (31.). Cette 
Jacobienne contiendra la courbe gauche doordre 6 (m, —1). lieu des points 
doubles des surfaces du reseau 25... 

Sin =m =n,=n,—n. la Jacobienne, surface dordre 4» —1), 
devient le lieu d’ un point x dont les plans polaires par rappor! 
a toutes les surfaces d un systeme lineaire dordre » passen! 
par un m&eme point x. Hi resulte de ce qui precede que cette surface 
est aussi le lieu des points doubles des surfaces du systeme. el 
contient par suite un nombre infini de courbes gauches dordre 6(»—1), cha- 
cune de celles-ci etant le lieu des points doubles d’un reseau appartenant au 
systeme. On peut dire encore (32.) que la Jacobienne d un systeme 
lineaire est le lieu des points de contact entre les surfaces 
du systeme. 

Sin=2, le systeme est forme par des surfaces quadriques. Dans ce 
cas. les plans polaires de x passant par x’, r&eiproquement les plans polaires 
de x’ passeront par x; c’est-a-dire que x’ est Jui-meme un point de la 
Jacobienne. La Jacobienne (surface du quatrieme ordre) d’un 
systeme lineaire de quadriques est done, non-seulement le lieu 
des sommets des cones du systeme, mais encore le lieu des 
couples des poles conjugues par rapport a toutes les surfaces 
du systeme. 

38. Cherchons maintenant le lieu d’un point dont les plans 
polaires, par rapportatrois surfaces donnees d’ordres m. n,. 
”,. passent par une meme droite? Les premieres polaires des points 
de l’espace, par rapport aux trois surfaces donnees, forment trois sysiemes 
(lineaires) projeetifs d’ordres », —1. m; —1. »,—I resp. Un point du lieu doit 
eire commun aux premieres polaires de tous les points d’une droite, c’est-a-dire 
que par ce point passe un nombre infini de ternes de surfaces correspondantes 
des trois systemes projectifs; le lieu cherche est done (35.) une eourbe 
gauche de lordre v1) +1)’ +31) +; 1), —-1)+ m; 1) —1) 
+ a1) —1) = nn An nn, +nn +, m —An,+n,4+n,)+6, qui passe evi- 
demment par les points multiples des surfaces donndes* 

Sin,=nm. la courbe obtenue devient le lieu d’un point dont le plan 


|On peut appeler cette courbe Jacobienne des trois surfaces donn&es. | 
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polaire par rapport a une surface fixe dordre », coincide avec le plan polaire 
relatif a une des surfaces d’un faisceau d’ordre »,: on retombe ainsi sur un 
resultat deja obtenu autrement \33.). 

Sin =m=n,=n, on relrouve la courbe gauche d’ordre 6 »-1)., 
lieu des points doubles des surfaces d’un reseau dordre » (25.,; 
cette courbe esi done aussile lieu dun point dont les plans polaires, 
par rapport a toutes les surfaces du reseau. passenit par une 
meme droite. 

39. On se donne deux surfaces d’ordres n,. »,: les premieres polaires 
de tous les points de l’espace, par rapport a ces surfaces. formeront deux 
systemes lineaires projeetifs d’ordres z,—1. »—1. Si un point x a meme plan 
polaire par rapporl aux surlaces donnees. les premieres polaires de tous les 
points de ce plan passeront par x, cest-ä-dire que x est commun ä toutes 
les surfaces de deux reseaux correspondanls. Concluons done (34.) que le 
nombre des points dont chacun a meme plan polaire par rappor!l 
aux deux surfaces donnees est a —1)+,—1)] (a, —1)+m;--1)']...*). 

Si»,=m. on a le nombre des points doubles d’un faisceau: chacun 
de ces points a. en ellet. meme plan polaire par rapport a toutes les sur- 
faces du faisceau. 

40. Quelestlelieudun point par lequel passent eing surfaces 
correspondanles de cinq systemes (lineaires) projectifs, dordres 
"ı» Mas... M, resp.? Les lrois premiers sysiemes combines successivement 
avec le quatrieme el le einquieme, donnent (36.) deux surfaces d’ordres 


nt: +m; 4m, mw tm+N:+n, Tesp., qui passen!i ensemble par la courbe 


auche dordre + m+n; + mn, n;,n,+n,n, engendree 35.) par les trois 


Or 
g 
premiers systemes; elles se couperont done suivant une autre courbe gauche 
de lordre n,m+n,n;-4+-+n,n,. qui est le lieu demande. Naturellement 
cetie courbe contient une infinite de groupes de n,n,n,+ +" +n;,n,n, points, 
chacun desquels est engendre (29.) par cing reseaux correspondants, apparte- 
nant aux sysiemes donnes. 

41. On se donne six sysiemes (lineaires) projeetifs de surfaces d’ordres 
Ry» Man... 9, resp.: cherchons le nombre des points ou se rencontrent six 
surfaces correspondantes. Les trois premiers sysiemes,. combines successive- 


ment avec le qualrieme, le cinquieme et le sixieme, donnent (36.) trois sur- 


*) | Nous pouvons dire que ces points forment la Jacobienne des deux surfaces 
donn&es.| 
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faces d’ordres + +n,+n,. n 4m +m, +n,.n m tn, 4m, resp. qui ont en 


commun la courbe d’ordre + +m; +m,n,+n,n, + n,n,. due (35.) aux lrois 
premiers systemes. Outre cette courbe, les deux surfaces d’oordres n,+- 4 7,. 
n,+ "+, passent ensemble par une autre courbe de l’ordre »,m; + +n,n;. qui ren- 
contre la premiere en nm + nm + nı+n,)\ m +++ nn + nn nn,)+ In nn,“ ) 
points. En calculant l'exces du nombre total des interseclions de la courbe 
d’ordre »,9,+:--+n,n, avec la surface d’ordre n,+:--+,. sur le nombre pre- 
cedent. on trouve le nombre cherche. Done il va nnnm + + n.n,n, points 
dont chacun est commun a six surfaces correspondanles de six 


systemes (lineaires) projectifs d’ordres m. 9. ... mM. 


Chapitre troisieme. 
Assemblages symetriques. 


42. Si deux faisceaux projectils de surfaces du meme ordre » ont 
une surface commune P,,. mais qui ne correspond pas ä soi-meme, on voil 
sans peine que la surface & d’ordre 2», engendree par les deux faisceaux. 
sera touchee le long de la courbe-base du premier faisceau par la surface 
P,, de ce meme faisceau, qui correspond a la surface P,, de l’autre **), et 
sera touchee le long de la courbe-base du second faisceau par la surface 
P. de celui-ci, correspondanle a la surface P, du premier. Aux points 
communs aux surfaces P,,. P,-. Pı.. cest-ä-dire aux points communs aux 
bases des deux faisceaux. la surface $ sera louchee par P,, et par P,; or 
ces deux surfaces, etant quelcopques, n ont en general aucun point de contact; 
done les points communs ä P, Pi. PP. sont doubles pour la surface «&. 
C’est-a-dire que la surface engendree par deux faisceaux projeectifs 
dordre» formant un assemblage symelrique a »’ points doubles. 

43. Les surfaces correspondantes de lrois reseaux projeclifs du m&me 
ordre n soient representees resp. par 

Pıı» Pı. Pi» Fi, 
Pas Par Pa, Pu. 


> > > > 
Pas: Fr Zn: Pr 
*) On ealeule ce nombre par la methode employ@e ailleurs (27 et 28). 
**) En effet, la surface du deuxieme faisceau qui passe par un point quelconque 
de la base du premier est P, (17.). 
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et supposons que P,, et P,, soient loujours une seule et meme surface. Dans 
cette hvpothese, les trois reseaux forment un assemblage symetrique. Soil 
la surface d’ordre 3x, lieu d’un point oü se coupent trois surfaces correspon- 
dantes: on peut obtenir cette surface de la maniere suivante. 

Les deux faisceaux correspondants (P,. Pa). (Ps, P;;) engendrent une 
surface &,, d’ordre 2», qui (42.) est touchee par P,, le long de la courbe- 
base du second faisceau. De meme, les faisceaux correspondants (Pi. PP). 


Pı.P; 


33, 


engendrent une surface &, d’ordre 2, touchee par P;, le long de 
la courbe P,,P,. Et les deux faisceaux correspondants \P;. Pa, (Ps. Pa)» 
ou (ce qui revient au meme * *)) les faisceaux correspondants (PP. Pi), (Pa, Pa), 
engendreront une surface P, ou $,, d’ordre 2x, rencontree par P;, suivant 
les courbes P3P3. Ps, P;. et. a cause de cela, touchee par la meme surlace 
P,, aux points communs aux surfaces Pi, Pa. Pa. 

Les surfaces analogues a P,,. P,. engendrees A l’aide de faisceaux 
correspondants du deuxieme et du troisieme reseau, forment un nouveau reseau 
22... et chacune d’elles peut etre regardee comme elant determinee par le 
faisceau du troisieme reseau quon emploie pour l'engendrer. De meme pour 
les surfaces analogues a $,,. Pa, engendrees a laide de faisceaux correspon- 
dants du premier et du troisieme reseau. 

La surface &,, (du reseau $,,. Pi, ...) et la surface $,, (du reseau 
Pas Das - =) correspondent au meme faisceau (P;,P;,) du troisieme reseau 
donne, et resp. aux faisceaux (P,, Pa), (Pı,P) du second et du premier 
reseau; ces surfaces contiennent donc. outre la courbe P,P;,, la courbe lieu 
des points ol se coupent trois surfaces corresgondantes de ces trois faisceaux, 
qui sont projectils. Et cette seconde courbe apparlient aussi a 7, car ces trois 
[aisceaux sont correspondants dans les trois reseaux donnes. 

Analoguement, la surface &,, (du reseau P,,, Pi, ...) el la surface 


P, (du reseau P,. Pa. , correspondent au meme faisceau (P;,,P,) du 


troisieme reseau donne et resp. aux faisceaux (Pa, Pa), (Pi, Pi) du second 


Une surface d’ordre 2n, engendree par deux faisceaux projectifs (U, V), 
U',VN) d’ordre n, peut aussi Öötre enge :ndree par deux autres faisceaux projectifs 
U,U, (V,V'), ou & une surface U” du premier faisceau correspond une surface V" 
de lautre, de la m: ıniere ge U" rencontre la surface (2») suivant la base UU' 
et une autre courbe K d’ordre par laquelle et par la base YV’ on peut faire passer 
une surface V”" Fordre n. En ehfet, kK a n’ points communs avec la base VV" (les 
points communs aux surfaces U”, V, V’); done une surface d’ordre n, passant par la 
base VV’ et par un point de K non situ@ sur cette base, aura n°+1 points communs 
avec K, et par cons@quent contiendra cette courbe, tout entiere. 











- 
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et du premier reseau; par consequent. ces surfaces eontiendront. oulre la eourbe 
P,;, P,,. la courbe engendree par ces trois faisceaux, qui sont projeetils: courbe. 


< 


qui est aussi situee sur , parce que ces faisceaux sont correspondants dans 
les reseaux donnes. 

De meme. une surface queleonque PP, du faiseeau $,.P,) et la 
surface correspondante P,, du faisceau (P,,. Pa») (les deux surlaces etant 
relatives a un meme faisceau du troisieme reseau donne) auront en commun. 
non - seulement une courbe d’ordre »’ situee sur P,, el sur une surface du 
faisceau (P;,. P,,). mais aussi une courbe d’ordre 3»° situee sur 7. Les sur- 
faces # et P;, forment done ensemble le lieu complet engendre par les 
faisceaux projectifs P,,. Pi). (Pa. Pa). D’ou il suit que, PP, et D,, etant 
une seule et meme surface, la surface % est touchce par 2, et D, le 
long de deux courbes d ordre 3» siluces sur Pb, (42.): et que les 
points doubles de # sont les points communs aux lrois surfaces 
DB. Pia» Po. Or nous avons vu que ces surfaces sont louchees a la fois 
par P,,. aux points communs aux surlaces P,,,. Pa. P,: el chacun de ces 
points de contact absorbe quatre points dintersection des trois surfaces $*): 
la surface # a done (2n)—An’— An’ points doubles. Et par ces points 
passe toute surface P, engendree par deux faisceaux correspondants dans 
deux des reseaux donnes. 

14. On peut, d’une maniere analogue, construire la surface %# lieu 
d’un point oü se coupent trois surfaces correspondantes des trois reseaux pro- 
jectifs (P,Q,R). (P',Q', R'). (P",Q", R") d’ordres n,. n,. n,. lesquels ne formen! 
pas un assemblage symelrique (23.). 

Les deux faisceaux (0', R’). 0”, R”) engendrent une surface $, d’ordre 
n,+n;. qui est coupee par AR” suivant deux courbes, R’Q” et R’R. 

Les deux faisceaux (Q, R). (07, R”) engendrent une surface $, d’ordre 
n,+n,, qui est coupee par AR” suivant deux courbes. RO” et RR. 

Les deux faisceaux (P', R') (P’, R”) engendrent une surface $&, d’ordre 
n,+n;. qui est coupee par AR” suivant deux courbes, R’P" et R’R. 

Et les deux faisceaux (P,R), (P’, RK’) engendrent une surface “, 
d’ordre n,+n,. qui est coupee par R” suivant deux courbes, R’P" et RR. 


Les surfaces $,. P determinent un faisceau dordre n,--.n, projeetif 


*) Gela est @vident pour deux surfaces quelconques et un plan qui se touchent 
en un m&eme pomt. 


»” 
l . 











28  ÜCremona, memoire de geometrie pure sur les surfaces du troisieme ordre. 


au faisceau 0", P"). Si S” est une surface quelconque de ce dernier faisceau, 
les faisceaux correspondants (S’, R’), (S”, R’) engendreront la surface & (du 
faisceau (P,,D,)) qui correspond a S”. 

De meme, les surfaces $,. &, determinent un faisceau doordre n,+n; 
qui est, lui aussi, projectif au faisceau (0", P"). La surface &’ correspondante 
a 5” est engendree par les faisceaux correspondants \S, R), (S”, R”). 

Les surfaces P, Pb, outre la courbe RS”, contiennent evidemment 
la courbe lieu d’un point oü se croisent trois surfaces correspondantes des 
faisceaux projectifs \S, R). S’, R'). (S”, R”): courbe qui est situee sur #, 
car ces trois faisceaux sont correspondants dans les reseaux donnes. Les 
faisceaux projectils (P,.P;.. (P,. PD, engendrent done un lieu qui est com- 
pose des surfaces R’ et #. 

45. Dans la recherche precedente sotn =m;=n,=n. Dans ce cas 
(43.). note) une surface queleconque R, du faisceau (R’, R") coupe $, et $, 


?”, apparlenant aux 


suivant deux courbes situees resp. sur deux surfaces Q,. / 
faisceaux (0, 0"). ıP', P"). Droüu il suit que les reseaux projectifs (P, Q, R), 
P,. 0,.R,). P’,0”, R”) donneront naissance aux. memes surfaces $,. P;, 
P,. $,, et engendreront une surface d’ordre 3x qui, avant qualre courbes 
d’ordre 3»’ en commun avec 7, coincidera avec cette derniere surface. Ü’est- 
a-dire que. si une surface d ordre 3» est engendree par trois re- 
seaux projectifs (P,Q, R,...). (P,Q',R,...), (P',Q",R”,...) d’ ordre 
n, on peut substituer a lun de ceux-ei, par ex. au deuxieme, un nouveau 
reseau (P,. Qu. A. ..., projectif aux donnes. et forme par des surfaces qui 
appartiennent resp. aux faisceaux (P', P"). (0°, 0"), (R, R”), .... 
Analoguement, nous pourrons remplacer un autre des reseaux donnes, 
P,O,R,...) par un nouveau reseau P”, 0”, R”,...) projectif au precedent, 
ol les surfaces P”, 0”, R”, ... appartiennent resp. aux faisceaux (P, P,), 
0,0,). (R,R,). ou. ce qui est la meme chose, aux reseaux (P,P', P"), 
0,0',Q0") et (R,R', R"). Done enfin. on pourra engendrer la meme 
surface # par trois nouveauxreseaux (P”,Q",R",...),. (P",Q",R'",...), 
P',QO',R‘,..., projectifs aux donnees et forme&s par des surfaces 
appartenant resp. aux reseaux (P,P',P",...), (0,0',0",...), (R,R',R”,...). 
De plus: les reseaux projectifs (P,P',P",P",...), (0,0',0",0",...) 
et (R,R,R",R",...) engendrent une surface d ordre 3»’ qui contient 
les quatre courbes P,$,. BP. PP, P,P, dordre 3n’, et par suite 


coineide avec #F. 
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46. Representons par 
P\: P.:, Pi; Ps Pi» 


P,.. A TE WE 


Bez Me ei Pi 
a Pr 
les surfaces correspondanles de qualre svstemes lineaires projectifs du meme 
ordre z, et supposons que P,, et P,, soit toujours une seule et meme sur- 
face. Dans cette hypothese. les quatre systemes formen! un assemblage syme- 
trique. La surface / d’ordre 42, lieu d’un point ol se coupent quatre sur- 
faces correspondantes (36.),. peut @tre construite de la maniere suivanle. 

Les trois reseaux correspondants (P,.,P:.Ps,). PP Pa) (Po Pi» Pı 
donnent (43., une surface %,, d’ordre 3n. qui est touchee par la surlace $ 
engendree par les faisceaux P,;.P;,. (P,.P,, suivant une courbe d’ordre 
In (situee sur la surface engendree par les faisceaux (P,.P;.. (P,. P,), ou 
par les faisceaux (P,.Pa)» (Pa, Pa ). laquelle est le lieu d’un point oü se 
coupent trois surfaces correspondantes des faisceaux projectifs (P,, P,,). 

D’une maniere semblable, les trois reseaux correspondants (P,. Pı. Pr). 
Ps» P3, Pa), Pa» Pa, P.) engendrent (43.) une surface #, d’ordre 3x, 
qui est touchee par la surface & suivant une courbe d’ordre 3n' (situee sur 
la surface engendree par les faisceaux (P,, Pı.). (Pa. P.,) ou par les faisceaux 


correspondantes des faisceaux projeclils (Pi. Pu), (Pa+ Pi) (Pa. Pa). 


Pı,Pa). laquelle est le lieu des intersections de trois surfaces 


) 
E 4) 9 
Pa: Ps, Pa. ou ce qui revient au meme \45.,. les trois reseaux correspon- 
dants (Pi, Ps» Pu)» (Pas Pa, Pa) (Pa, Pa, Pu) engendrent (44.) une surface 


P, ou #,, dordre 3x, qui est coupee par & suivant les deux courbes d’ordre 


Enfin, les trois reseaux correspondants (Pa, Pa. Pı). Pa. P;; 


De u} 


3n' deja mentionnees. D’ou il suit que les points communs ä ces deux courbes, 
c’est-a-dire les 4»° points 19.) par lesquels passent qualre surfaces correspon- 
dantes des faisceaux projeclifs (PP. Pu) Par» Pa), (Pa, Pa)» (Pa, Pu), sont 
tels que la surface $ v est tangente a chacune des surfaces /,. P,.. P.». 
e o lı 9 22 12 
Les surfaces #,. #,, determinent un faisceau projeelif au faisceau 
11 12 
Pa»Pu)- Si P,. est une surface queleonque de ce dernier faisceau, et si 
P,,. P;,. P,, sont les surfaces correspondantes des faisceaux (P,. P), (Pa».P;,). 
(Pr, Pıı), la surface correspondante #,, du faisceau (#,. 7) sera engendree 


ER) Due ee ee (Pi: Pu: Puh Ps Pas Pu), (Ps Pas Pu) 


Lz”] 
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Les surfaces #,. %,, determinent un autre faisceau projectif au meme 
faisceau (P..Py). La surface 7, du faisceau (#,,, #,,). qui correspond A 
P,,, est engendree par les reseaux (P,,. Ps, Pa); (Pa, Pa, Pa). (Pu, Pa. Pa). 

Les deux surfaces #,. #,. dordre 3» passent ensemble par la courbe 
dordre 3n° engendree par les faisceaux (P,.P,,). (Pa. Pz). (Pa, Pı) et 
situee sur la surface $; elles se couperont done suivant une aulre courbe 
de lordre 6n', lien dun point (24.) par lequel passent a la fois quaire sur- 
faces correspondantes des quatre reseaux projeclifs (P,,,P3. Pa) (Pa .Pa. Pa). 
P;,. Pa. Pa), Pa» Pa, Pa). Cette courbe apparlient a ./, car ces qualre 
reseaux sonl correspondanis dans les systemes donnes; les faisceaux projectifs 

Pr Pi) (Pr. P) engendrent done un lieu compos& de la surface $ d’ordre 
2n et de la surface 7 d’ordre 4n. 

On en conclut (42.) que les points doubles du lieu compose JS sont 
les intersections des trois surfaces F, Fa, Fa. Nous avons vu que ces 
Irois surfaces ont 4»° points de contact, qui sont equivalenis a 4.4’ inter- 
seelions; le nombre des points doubles est done (3»)’— 16x’ = 11m‘. Mais 
les points doubles de & sont (42.) les »” intersections des surfaces P,,. Pa, 
P;,,; ainsi 4 a 10» points doubles, situes sur toutes les surfaces 
analogues & FF, Fa, Fa» 

De ce que .S/ est engendree au moyen de faisceaux projectils formant 
un assemblage symetrique (42.), il suit encore que cette surlace est 
touchee par #, et #, suivan!t deux courbes d ordre 6‘, situees 


wur 


Chapitre quatrieme. 
Proprietes relatives aux surfaces nodales conjuguees. 


4%. Revenons a la consideration d’une surface fondamentale F', d’ordre 
n (generale, sans points multiples) et des surfaces polaires. On a vu (2.) que 
les premieres polaires de tous les points de l’espace forment un systeme lineaire 
dordre »n—1. La Jacobienne de ce systeme, c’est-a-dire le lieu des points 
doubles des premieres polaires, ou bien encore (13.) le lieu d’un point dont 
la quadrique polaire est un cone, sera (37.) une surface de l’ordre 4(n—2). 
On appelle cette surface la Hessienne ou la surface nodale de la surface fon- 


damentale. 
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Soient P,. Pı,. P;. P, les premieres polaires de quatre points quel- 
conques S, 2, #, 4 (non situes dans un meme plan); on peut regarder (37.) 
la Hessienne comme Jacobienne de ces quatre surfaces d’ordre »—1. Les 
premieres polaires de tous les points de lespace, par rapporl a ces qualre 
surfaces. forment. d’apres le theoreme (11.). un assemblage symetrique de 
quatre systemes lineaires projeclifs d’ordre »—2; done (46.). la Hessienne 
a 10(»—2)’ points doubles, situes sur un nombre infini de surfaces 
(Fi Pia,...) dordre 3(n—2). 

En designant par /,, la deuxieme polaire mixte de deux points vs, el 
en conservant du reste les symboles adoptes ci-dessus (46.),. on voit tout de 
suite que 7, est le lieu des poles du plan 7/84 par rapport aux 
premieres polaires des points du plan 234 (30.). et aussi le lieu 
des poles du plan 234 par rapport aux premieres polaires des 
points du plan #34. Or, daapres le theoreme (11.) si le plan /84 est la 


eine 


polaire (»—2)""" d’un point x, par rapport a la premiere polaire d’un point 
r du plan 234, le meme plan 734 est aussi la premiere polaire de r, par 
rapport ä la polaire (a —2)"" de x, c’est-a-dire que 134 est le plan polaire 
de r par rapport a la quadrique polaire de =. Done, #7, est le lieu d’un 
point x tel que les plans 134, 234 sont conjugues par rapportä 
la quadrique polaire de x *). 

Comme cas particeulier. 7, est le lieu des poles du plan 234 
par rapport aux premieres polaires des points de ce möme plan. 
et aussi le lieu d’un point dont la quadrique polaire est tan- 
sgente au plan 234: et 7, aura la meme significalion par rapport au plan 
134. Appelons ces surfaces 7, ,, #,, surfaces polaires pures des plans 234, 134 
resp.. et #, surface polaire mixte de ces m@mes plans. Done (46. 

La Hessienneesttoucheeparlasurfacepolaire pured unplan 
quelconque suivant une courbe gauche d’ordre 6(»—2), qui est le 
lieu des points doubles des premieres polaires dont les poles sont 
dans le plan donne. Les deux courbes de contact entire la Hes- 
sienne et les surfaces polaires pures de deux plans quelconques 
sont situ&ees ensemble sur la surface polaire mixte de ces deux 


plans. Toutes ces surfaces polaires pures el mixtes, el des lors 


*) La section de #, par lun des plans 234, 134 est @videmment le lieu des 
points de contact de ce plan avec les premieres polaires des points de JYautre. 
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toutes ces courbes gauches d’ordre 6(n—2)’ passent par les 10/n—2)° 
points doubles de la Hessienne. 

48. Lasurface 7, polaire pure d’un plan quelconque 723, a 4(n—2)’ 
points doubles (43.) situes sur un nombre infini de surfaces ($D,,. Pa.» ...) 
d’ordre 2(n—2). Sir, s sont deux points fixes d’une droite donnee, et que 
x soit un point mobile sur une autre droite donnee G, les surfaces P,., P.. 
formeront deux faisceaux projectifs, generateurs d’ une surface & d’ordre 
2(n—2), qui sera le lieu des courbes polaires (d’ordre (a—2)’) de la 
droite rs par rapport aux premieres polaires des points de @ 3.). 
Or, d’apres le Iheoreme (12.), si les premieres polaires de r, s par rapport 
a la premiere polaire de x passent par un point y, reciproquement la premiere 
polaire de .r par rapport a la (» —2)“"" polaire de y passera par r, s; c’est- 
a-dire que le plan polaire de x par rapporl a la quadrique polaire de y passera 
par la droite 75. Done, $& est le lieu d un point y tel que la droite 
r&eciproque de la droite G, par rapport a la quadrique polaire de 
y, est rencontree par la droite rs. Dans cette definition, on peut evidem- 
ment permuter entre elles les droites rs, @; done $ est aussi le lieu des 
courbes polaires de @ par rapport aux premieres polaires des 
points de rs*). D’apres ce qui precede, la surface P,, coupe & suivant 
deux courbes d’ordre (n—2)’, dont [une est la courbe polaire de la droite rs 
par rapport a la premiere polaire du point = de @, et llautre est la courbe 
polaire de @ par rapport a la premiere polaire du point r de rs; or, les 
n— 2)’ points communs a ces deux courbes sont autant de points de contact 
entre P,, et D; done $& est aussi Il enveloppe de la deuxieme po- 
laire mixie de deux poles mobiles, |'un sur @, l’autre sur rs. 
Nous appelons cette surface P surface polaire mixte des droites @ et rs. 

En revenant a la surface 7, on voit que PD, est la surface polaire 
mixte des droites 73, 23. Aussi. P,, a la meme signification par rapport 
a deux droites coineidentes: c’est-a-dire que &,, est le lieu des poles 
dont les quadriques polaires sont tangentes a la droite 23, etc. 
Appelons ce lieu surface polaire pure de la droite 23. Ainsi, en resume (43): 





*) Sı l’on convient d’appeler Jacobienne de quatre surfaces, dont Kg -unes 
soient des plans, le lieu dun point oü se coupent les premieres polaires d’un point 


situ dans les plans donnes par rapport aux autres surfaces donndes; D sera la Ja- 
cobienne de deux plans passant par @ et des surfaces P,, P,. De meme, %, est la 
Jacobienne du plan 134 et des surfaces P,, P,, P,; etc 
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La surface polaire (pure) d un plan donne est touchee par la 


surface polaire pure d une droite quelconque situee dans ce 
plan. suivant une courbe gauche d ordre 3 »— 2, qui est le lieu 
des poles du plan par rapport aux premieres polaires des points 
de la droite. Les deux courbes de contact entre la surface po- 
laire du plan et les surfaces polaires pures de deux droites 
traceces dans ce plan. sont placees sur la surface polaire mixte 
des deux droites. Toutes ces surfaces polaires pures el mixtes 
(des droites du plan). et par suile toutes ces courbes gauches 
d’ordre 3 »—2). passent par les 4/»—2 points doubles de la sur- 
[face polaire du plan donne. 

19. La surface P,, (deuxieme polaire mixte des poinls r, s) admet. 
elle aussi. une definition analogue a celles des surfaces 7, et $,. En effet. 
si la premiere polaire de 7 par rapport a la premiere polaire de s passe par 
un point x, reciproquement. dapres le theoreme (12.). la premiere polaire de 


erie 


s par rapport a la n—?2 polaire de x passera par 7, cest-a-dire que le 
plan polaire de s par rapport a la quadrique polaire de x passe par ». Done. 
P,. est le lieu d’ un point «x tel que les points r, s sont conjugues 
par rapport a la quadrique polaire de x. Si les poinis r, s coineident. 
on relombe sur la definition de P,, (deuxieme polaire pure du point r). 

50. La surface $, polaire pure d’une droite quelconque 7/2, a n-? 
points doubles (42., silues dans un nombre infini de surfaces (P,,.Pı... 
d’ordre 2»—2. On est ainsi conduit a dire que: 

La surface polaire (pure) d’ une droite donnee est touchee 
par la deuxieme polaire pure d un point queleconque de cette 
droite suivant une courbe gauche d ordre (»—2), qui est la courbe 
polaire de la droite par rapport a la premiere polaire du point. 
les deux courbes de contact entre la surface polaire de la droite 
etles deuxiemes polaires pures de deux points quelconques de la 
meme droite. sont places sur la deuxieme polaire mixte de ces 
points. Toutes ces deuxiemes polaires pures et mixtes (des 
points de la droite). et des lors toutes ces courbes d’ordre n—?2). 
passeni par les (»—2)’ points doubles de la surface polaire de la 
droite donnee. 

91. Il resulte de ce qui preeede (48.50) que la surface polaire 
pure d un plan est l’enveloppe des surfaces polaires pures des 


- 
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droites situees dans ce plan. et que la surface polaire pure d’une 
droite est lenveloppe des deuxiemes polaires pures des points 
de cette droite. On peut ajouter, d’apres (43,46), que les surfaces 
polaires pures et mixte de deux droites, situces dans un meme 
plan. sont touchees aux m&ämes (»—2)’ points par la deuxieme po- 
laire pure du point de concours de ces droites (doüu il resulte que 
la surface polaire pure d’ un plan est aussi | enveloppe des deu- 
xiemes polaires pures des points du plan): et que les surfaces polaires 
pures el mixte de deux plans sont touchees aux memes 4 »— 2)’ points par 
la surface polaire pure de la droite commune a ces plans. Et en outre (44.): 
la courbe gauche d’ordre 3» —2), lieu des poles d’un plan donne par rappor! 
aux premieres polaires des points d’une droite donnee, est placee sur la sur- 
face polaire mixte de ce plan et d’un autre plan quelconque passant par la 
droite donnee, et aussi sur la surface polaire mixte de cette droite et d’une 
autre droite queleonque situee dans le plan donne. Eite. ete. 

52. Les premieres polaires des points d’une droite queleonque formen! 
un faisceau, qui eontient 4/»— 2)" surfaces douees d’un point double \20.). 
Done. le lieu des poles dont les premieres polaires ont un point 
double, est une surface d ordre 4(»— 2)’. On llappelle surface nodale 
conjuguee, ou surface Steinerienne. 

Nous pouvons dire (13.) que la Hessienne est le lieu des points 
dont les quadriques polaires sont des cones, et que la Steine- 
rienne est le lieu des sommels de ces cones. 

La Hessienne et la Steinerienne se correspondent, pointä 
point. Si o est un point double de la premiere polaire d’un point 0’, c’est- 
ä-dire, si o est le pole d’un cone quadrique de sommet 0’, les points o, 0’ 
seront deux points correspondants de la Hessienne et de la Steinerienne. 

53. La Hessienne est aussi le lieu des points de contact 
entre les premieres polaires (32.). Soient o, 0’ deux points correspon- 
dants des deux surfaces nodales conjuguees; la premiere polaire de 0 et une 
autre premiere polaire passant par o determineront un faisceau de surfaces 
touchees en o par un meme plan E. Tout point p commun a ce plan et au 
plan polaire de o aura sa deuxieme polaire passant par o (la droile po est, 
en elfet. tangente en o A la premiere polaire de p); or, le point 0’ jonit, lui 


aussi, de cette propriele: done. 0’ est situe sur lintersection de E par le plan 


polaire de o, c’est-ä-dire que le plan Epasse toujours par la droite 00". 
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54. Soient 0, o, deux points, infiniment voisins, de la Hessienne: 0, 0, 
leurs points correspondants sur la Steinerienne. Des que les premieres polaires 
de 0’, o, sont consecutives et douces des points doubles 0, o,. leur courbe 
d’intersection passera par 0, el consequemment le plan polaire de o passera 
par 0’0,. qui est une droite tangente en 0° a la Steinerienne. Cela subsiste 
quelle que soit la direction de cette langente: done le plan polaire d un 


poim! 


poin! de la Hessienne est tangeent A la Steinerienne au 
correspondant. 

On deduit de la que la Steinerienne est une surface de la 
celasse 4.»n—-1  n—2. car ce nombre est celui des interseclions de la Hes- 
sienne avec la courbe polaire dune droite quelconque. 

99. Les poles dun plan (par rapport a la surface fondamentale) son! 
3. les (a—1,” intersections des premieres polaires de trois points a, b, ce 
de ce plan. Soil « un point de la Steinerienne. et soil abe le plan tan- 
gent a cette surlace en ce point: dans ce cas. la premiere polaire de a esl 
douce d’un point double a, et les premieres polaires de b el e passent par «.. 


ıt a la Steinerienne. en un de ses 


D’ou il suit que le plan tange 
points. a deux poles coincidents au point correspondant de la 
Hessienne. 

56. Un point double » de la Hessienne est situe sur la surface po- 
laire mixte de deux plans quelconques (47.): c’est-a-dire quil y a dans un 
plan queleonque un point tel que le plan polaire de @, par rapport a la pre- 
miere polaire de ce point, est indelermine: autrement, il y a dans un plan 
queleonque un point dont la premiere polaire a un point double en w. Done. 
co» est le point double d’un nombre infini de premieres polaires. les poles des- 
quelles. appartenanl naturellement a la Steinerienne /52.). sont en liene droile 
(car ii y a un tel pole dans un plan queleonque). Ainsi. au point » cor- 
respond sur la Steinerienne,. au lieu dun point unique. une droite. 
dont chaque point sera. par consequent. double pour la quadrique polaire de 
o; cesi-a-dire que la quadrique polaire de » est une couple de 
plans passant par cette droite. Et le plan polaire de » sera tan- 
gent a la Steinerienne toul le long de cette m&eme droite. Done 

La Steinerienne contient 10%»—2) droites. dont chacune 
correspond a un des points doubles de la Hessienne. 

97. Deux courbes situees resp. sur la Hessienne et sur la Steinerienne 
peuvent eire nommees correspondantes, lorsque lune est le lieu des points 


- 


s 
y N 
> 
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correspondants aux points de lautre. Ainsi par ex. la courbe plane d’ordre 
I »—2, ou la Steinerienne est coupee par un plan quelconque E, et la 
courbe gauche dordre 6.» — 2)‘, au long de laquelle la Hessienne est touchee 
par la surface polaire (pure) de E (47.). sont deux courbes correspondantes; 
parce que la deuxıeme courbe est le lieu des points doubles des premieres 
volaires des points de E. 

On peut tres-facilement determiner la courbe qui correspond a Fin- 
terseclion de la Hessienne avec une surface queleconque S, d’ordre m.  Soit 
N ia surface enveloppe des plans polaires des points de S,: surface qui est 
aussi le lieu d’un point dont la premiere polaire est langente a S, (15.). Si 
o est un point commun a 8, et a la Hessienne. le plan polaire de o touchera 
a la fois K et la Steinerienne au point correspondant 0 \54.). Or, la pre- 
miere polaire de o, avant un point double en o, touche S,, en ce point; done 
o appartient aussi a A, et par suite la Steinerienne ei la surface K ont un 
point de contact en 0. Done K est tangente a la Steinerienne toul 
le long de la courbe qui correspond ä lintersection de la Hes- 
sienne avec S,*). 

Les points oü cette courbe de contact est rencontree par un plan quel- 


conque correspondent aux points communs a S, et a une courbe dordre 


„ 


6.»—2 ': l'ordre de la courbe de contact est done 6min—? 

On peut demander aussi lordre de KA. Les points oü cette surface 
est rencontree par une droite arbitraire sont les poles d’autant de sur- 
faces dun faisceau,. qui touchent S,; done (33.) K est de lordre 
m13ın— 2), + (m—1)+2 »—2)(m—1)!. Sim=1. l’ordre de K (lieu d’un 
point dont la premiere polaire est tangente a un plan donne) est 3(n—?2) 
ainsi quon la dejäa trouve (15.). 

58. Nous avons vu (5.) que la quadrique polaire d’un point parabo- 
lique de la surface fondamentale est un cone. Reeiproquement, il est evident 
que tout point de la surface fondamentale. dont la quadrique polaire soit un 
cone (n avant pas son sommet au pole, auquel cas on aurait un point double). 
est un point parabolique. Par consequent. le lieu des points parabo- 
liques est la courbe gauche d ordre 4»»n— 2), intersection de la 


surface fondamentale avec la Hessienne. XNaturellement, cetie courbe 


(!e mÄäme raisonnement prouve auss] que la d@veloppable polaire d’une droite 
touche la Steinerienne aux points correspondants aux intersections de la Hessienne 


avec cette droite. (Et de meme pour une liene quelconque.) 
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partage la surface F, en deux regions, dont [une contient les points hyper- 
boliques (a indieatrice hyperbolique) et NVautre les points elliptiques (a indi- 
calrice elliptique). Üest-a-dire que le plan tangent, en un point de la sur- 
face F,, coupe celle-ci dans une courbe pour laquelle le point de contact 
est un neud ou un point isole, suivant que ce point appartient a la premiere 
ou a la deuxieme region. 

59. Un plan tangent de F, est stalionnaire si le point de contacl 
est parabolique. Or. la premiere polaire d’un point queleonque de lespace 
rencontre la courbe parabolique en 4a na — 1) »— 2); ce nombre exprime done. 
combien de plans stalionnaires passen! par ce point arbitraire: ainsi quon la 
deja trouve ailleurs \8. 

60. Supposons que la surface fondamentale F, contienne une droite 
A. Un plan mene arbitrairement par A coupe F, dans une courbe d’ordre 
»—1: et une surface d’ordre »— 1, menee aussi arbitrairement par cette courbe, 
rencontrera de nouveau F, dans une courbe gauche CÜ diordre (n»— 1), 
quon peut prendre comme base d’un faisceau d’ordre »—1. Une surface 
quelconque S de ce flaisceau coupe F, dans une courbe plane d’ordre »—1. 
dont le plan E passe par la droite A (car cette derniere courbe doit contenir 
les »—1 intersections de S avec A). Ainsi, la surface F, peut etre engendree 
a laide de deux faisceaux projeetifs, Yun de plans E par A, lautre de sur- 
faces S par Ü. 

Tout plan E est tangent a F, en »—1 points: e’est-a-dire aux points 
ou 4 rencontre la surface S correspondanle a E; car ces points sont doubles 
pour la section de F, par E.. On peut demander le nombre des plans E 
qui touchent F, hors de la droite A. Un plan E mene arbitrairement par 
A touche 3\.n— 2) surfaces S’ (car celles-ci formen! un faisceau), auxquelles 
eorrespondent autant de plans E. Reeiproquement, la surface S’ correspon- 
dante a un plan arbitraire E’ est de la classe »—1)\n— 2)‘, et par suite elle 
est touchee par aulant de plans E. U y aura done 32 — 2) + \n—l)(n—2 
coincidences de E avee E', c’est-ä-dire quil y aura (n+2, »n—2 plans 
E dont chacun coupera F, suivanl une courbe (d’ordre z—l) 
douece de point double. 

Dans le faisceau des surlaces S il vena2»—?2 qui louchent A: 
les points de contact sont les points doubles de linvolution d’ordre » —1 
formee sur A par les surfaces S, ou, ce qui est la meme chose, par les courbes 


dordre »—1 eommunes a F, et aux plans E. Ges 2/in—2 points sont les 
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seuls points paraboliques qui se trouvent sur A: car si un point de A est 
parabolique. le plan E tangent a F, en ce point doit couper cette surface 
suivant une courbe (d’ordre (»—1)) touchee en ce point par A. Mais diun 
autre cöte, la Hessienne etant de lordre 4» —2,. ces 2 n—?2) points doivent 
representer les 4x— 2, intersections de ceite surface avec la droite A; 
done 

Toute droite situee sur Ja surface fondamentale esi lan- 
sente en 2/»n—?2) points a la surface Hessienne. et par suite a la 
courbe parabolique. 

61. Cherchons l'ordre du lieu des paires de droites oscula- 
trices a la surface fondamentale, aux points de lintersection de 
celle-ci avee une aulre surface S, d ordre m. Souvenons-nous que 
les droites oseulatrices en un point de F, forment linterseetion du plan polaire 
ei de la quadrique polaire de ce point 5.). Soit done @ une droite arbi- 
traire: = un point quelcongue de cette droile. Si une quadrique polaire passe 
par x, le lieu du pole est la deuxieme polaire de © qui coupera la courbe 
(mn) en mn n— 2, points; el les plans polaires de ces points rencontreront @ 
en mn n— 2, points ©. Reciproquement. les plans polaires qui passent par 
un point queleonque x’ de @ ont leurs poles dans la premiere polaire de «', 
qui traversera la courbe (mn) en mn \n —1), points. dont les quadriques polaires 
donnent mn »—1) points x sur @. 11 y aura done, sur G, mn n—2)+2mn n—1) 
coineidences de x avec x’, cest-a-dire que le lieu demande est une 
surface de l’ordre mn(3n—4). 

Pour cette surface (gauche, en general) la courbe (mn) est double, 
car chacun de ses points est lintersection de deux generatrices rectilignes. 
Sim=1, le lieu en question coupe le plan S suivant la section de F, par 
S et les 3»n(n— 2), langentes stalionnaires de cette courbe plane. 

Sim=4n-?2). lordre du lieu devient dn(»n—2)(3»—4); mais. si 
S, est la Hessienne, il faut prendre la moitie seulement de ce nombre, parce 
que la courbe m») est. dans ce cas. la courbe parabolique (58.). et par 
eonsequent. en chacun de ses points les deux droites osculalrices sont coin- 
cidentes. 

Dans ce meme cas, le lieu est une surface developpable, car le plan 
tangent a F,, en un point parabolique est stationnaire (c’est- a-dire quil doit etre 


regarde comme un plan bitangent, dont les deux points de contact sont infiniment 


voisins), et deux plans stationnaires consecutifs passent par la droile oscu- 
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latrice *): d’ou il suit que le lieu des droites oseulatrices. le long de 
la courbe parabolique. coincide avec la surface enveloppee par 
les plans stationnaires“*). dont nous avons deja determine la classe |8. 

62. On demande a connaitre la developpable eirconserite a la 
surface fondamentale suivant la courbe d’ordre », interseetion 
de celle-ci avec un plan donne E. 

La premiere polaire d’un point arbilraire = de l'espace rencontre la 
courbe ‘») en » »— 1) points; la elasse de la developpable est done 
N ii . 

Si deux de ces » »—1) points coineident, le point = apparliendra a la 
developpable: combien de points de cette espece y a-t-il dans une droite arbitraire 
(? Les premieres polaires des points de @ forment un faisceau et par suite 
coupent le plan E suivant un faisceau dordre n—1. dans lequel il ya 
n 3” —5, courbes ***) qui touchent la courbe (n). celle-ci etant supposee 
sans points multiples. Si cette courbe a d points doubles et # rebroussements 
c’est-a-dire, si le plan E a 0 contacts ordinaires et % contaets stationnaires 


- 


avec F,), le nombre precedent deviendra » 3n —5 — 2d+3%5). Ce nombre 
exprime done l’ordre de notre developpable. 

Si. parmi les »(»n—1) intersections de la premiere polaire de x avec 
la courbe (x). il y a trois points coineidents, le point x apparliendra a la 
courbe euspidale de la developpable; et si. au contraire, la premiere polaire 
de x a deux contacts avec la courbe (»),. x sera un point de la courbe double 
de la developpable. On peut done demander combien de points x de cette espece 
sont contenus dans un plan quelconque. Les premieres polaires des points de ce 
plan coupent E suivant un reseau d’ordre n—1. dans lequel il va 62.»—2)— 60+4-8k 
courbes oseulatrices ä la courbe (n), et } iz 3n-5)- 2d4+3k) "na 11n-21,+1004 2% 
courbes qui touchen! la meme courbe en deux points distinets. Ces nombres 
expriment done l’ordre de la courbe euspidale et l’ordre de la 
courbe nodale de la developpable dont il sagit. 


63. Onel est le lieu d un point tel que sa quadrique volaire 
N | | | | 


‚Teoria geometrica delle superficie, »1. 

**) Gette d@veloppable est circonscriteä& la Steinerienne suivant la 
courbe dl ordre on(n — 2) aul correspond (Di. A ia ecourbe parabolıque. 
En eftet, sı o est un point parabolique, le plan (stationnaire) polaire de 0 touche en 
ce point la surface fondamentale, et au point correspondant, la Steinerienne (54.). 


*) Ge nombre et les autres quı suivent sont empruntes aux traites geometriques 
des courbes planes. |Teoria geometrica delle curve piane, ST et 103. 
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(par rapport a F,) passe par les sommels d un letraedre conjugue A 
une surlace donnece S de second ordre? Soient a, b deux points quel- 
conques de lespace: C la courbe d’ordre »— 2), interseetion des deuxiemes 
polaires de a el b, et des lors lieu des poles des quadriques polaires qui 
passent par ces points: «a, 5b’ les points ou S coupe la droite r&eiproque de 
ab par rapport a S. Les quadriques polaires passant par a et b, forment une 
serie telle quil y en a (n—2)’ passant par un troisieme point quelconque 
donne: done, il y aura (»— 2" quadriques de celle meme serie qui diviseront 
harmoniquement le segment ab’; c'est-a-dire que la courbe C rencontre le 
lieu cherche en »—2,’ points. Consequemmen! ce lieu est une surface 
d’ordre (n—2):(n—2) =n—2. 

Tout point commun a ce lieu et a la Hessienne est des lors le pole 
d’un cone (quadrique) polaire eirconserit a un triedre conjugue A S. Done 
57.) le lieu des sommels des cones (quadriques) polaires circonscrils 
a des triedres conjugues a la quadrique donnee est une courbe 
sauche doordre 6n—2). 

64. Quel est le lieu d un point tel que sa quadrique polaire 
soit inserite dans un tetraedre conjugue a une surface donnece S 
de second ordre? Soient A, B deux plans quelconques: C la courbe d’ordre 
9 »—2', interseclion des surfaces polaires (pures) des plans A, B, et des 
lors lieu des poles des qwuadriques polaires qui touchent chacun de ces plans; 
A’, B’ les plans tangents de S menes par la droite qui est reciproque de la 
droite AB par rapport a $S. Les quadriques polaires tangentes a AetaB 


> 
> 


forment une serie telle quil y en a 27(n— 2)’ tangentes a’un troisieme plan 
queleonque: done il y en a aussi 27 (a— 2) telles qui seront conjuguees aux 
plans A’, B’. Ainsi la courbe C contient 27 (»— 2)" points du lieu demande; 
done ce lieu est une surface de l’ordre 27 'n—2):9 an —2) =3(n—2). 

Si le tetraedre conjugue a S a un sommet x sur S, la face opposee 
sera le plan tangen! a cette surface en x, el. des trois autres faces, une coin- 
cidera avec ce meme plan langent. et les deux restantes seront deux plans 
quelconques menes par deux tangentes conjuguces de S en . Un tel te- 
traedre peut done eire regarde comme etant circonserit a un cone quadrique 
queleonque de sommet x. Par consequent, si x est un point commun a 8 el 
a la Hessienne. le pole du cone polaire de sommel x appartiendra au lieu 


dont il s’agit: c’est-a-dire que ce lieu coupe la Hessienne suivant la 


eourbe correspondante älintersection de la Steinerienne avec $. 
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Si 5 est le systeme de deux plans. le lieu considere devient evi- 


demment la surface polaire mixte de ces plans 45.). 

65. Cherchons le lieu d un point tel que sa quadrique po- 
laire, par rapport a la surface londamentale F,, passe par les 
sommets d'un telraedre conjugue äla quadrique polaire du meme 
point, par rapport a la Hessienne. Soit @ une droite arbitraire: = un 
point de @. Le lieu des poles des quadriques polaires relalives a F,, eir- 
conscrites a des lelraedres conjugues A la quadrique polaire du point x par 
rapport a la Hessienne, coupe la droite @ en »—2 points x’ (63.). Reei- 
proquement, si une quadrique polaire relative a la Hessienne doit eire conjuguce 
a un tetraedre inscrit a la quadrique polaire d’un point x’, par rapport a #, 
(c’est-a-dire, si la premiere quadrique doit etre inscrite a un lelraedre con- 
jugue A laulre), le lieu sera (64.) une surface d’ordre 3[4(»—2)— 2], qui 
coupera @ en autant de points x. Cette droite contient done »—2+12/2—2)—6 
coineidences de .r avec x’; en d’autres termes, le lieu demande est une sur- 
face d’ordre 13n— 32. 

Considerant les points communs ä celite surface et a la llessienne. 
nous pouvons ajouter que le lieu d’un point (sur la Hessienne) dont le cone 
polaire est circonserit a un triedre conjugue a la quadrique polaire du 
meme point, par rapport a la Hessienne, est une courbe gauche de lordre 
4(n— 2) (13n— 32). 

66. Pareillement, on trouve que le lieu d un point tel que sa 
quadrique polaire par rapport a F, soit inscrite a un letraedre 
conjugue a la quadrique polaire du m&äme poinl par rapportaä la 
Hessienne, est une surface Tde l’ordre 4n—2)—2+3(n—2) = 7n—16. 

Cette surface coupera la Hessienne suivant une courbe, chaque point 
de laquelle sera le pole (relativement a F,) d’un cone quadrique ayant son 
sommet sur la quadrique polaire du m&me point par rapport ä la Hessienne. 
Done, le lieu d’un point (sur la Hessienne) dont la quadrique 
polaire par rapport a la Hessienne, passe par le point cor- 
respondant de la Steinerienne, est une courbe gauche d ordre 
4(n—2)(Tn—16), situee dans la surface T. Cette courbe passe deux fois 
par les 10(»—2)’ points doubles de la Hessienne, car chacun de ces points 
a un nombre infini de points correspondants sur une droite (56.) qui coupera 
deux fois la quadrique polaire de ce point, relative a la Hessienne. 

Quel est le lieu d’un point, le plan polaire duquel par rap- 
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port a la Hessienne est tangent a la quadrique polaire du meme 
point relativement a F,? Soit @ une droite arbilraire;: = un point de G; 
A le plan polaire de x par rapport a la Hessienne. Les quadriques polaires 
relatives a F,, qui touchent le plan X, ont leurs poles dans la surface po- 
laire (pure) de ce plan (47.), qui coupera G@ en 3(»—2) points x’. Reci- 
proquement, si une surface polaire doit passer par x, le plan correspondant 
sera langent ala quadrique polaire de x’; or, les poles (relatifs a la Hessienne) 
des plans tangents d’une surface quadrique, se trouvent sur une surface (16.) 
dordre 2(4/n—2)—1). qui coupera @ en aulant de points x; done @ con- 
liendra 3(n—2) +82 —2)—2 coincidences de x avec x, et par suite le lieu 
demande est une surface 9 d’ordre 11» —24. 

Un point x de la surface T (66.) est le sommet d’un tetraedre eir- 
conserit a la quadrique polaire (de x) par rapport a F, et conjugue a la 
quadrique polaire (du meme point) relative a la Hessienne. pourvu que ce 
point x soit situe sur la polaire reciproque de la premiere quadrique par 
rapport a lautre; auquel cas le plan polaire de x par rapport ä la Hessienne 
est tangent a la quadrique polaire du me&me point par rapport a F,; c’est-a- 
dire que, dans cette hypothese, x est aussi un point de ©. Donc le lieu 
d’un point qui soit un sommet d’un tetraedre circonscrit el con- 
jugue resp. aux quadriques polaires du m&me point par rapporta F, 
et a la Hessienne, est une courbe gauche d ordre (112»—24)(7n—16), 
intersecetion des surfaces © et T. 

68. Quel est le lieu d un point tel que son plan polaire par 
rapport a la Hessienne soit conjugue a un plan donne& E, par rap- 
port a la quadrique polaire du m@me point relativea F,? Six 
est un point dune droite @, et X le plan polaire de x par rapport a la 
Hessienne: le lieu des poles des quadriques polaires (relatives a F,), pour 
lesquelles E et X sont deux plans conjugues (47.), coupera G en 3(n—2) points 
x. Reciproquement,. si y est le pole du plan E par rapport a la quadrique po- 
laire dun point x’, relative a la surface fondamentale. la premiere polaire 
de y par rapport a la Hessienne coupera @ en 4(n—2)—1 points x. La 
droite @ contiendra done 3 an —2)+4/n—2)—1 coincidences de x avec «, 
cest-a-dire que le lieu cherche est une surface 2, d’ordre 7n—19. 

Si x est un point de la Hessienne, dont le cone polaire ait son 
sommet sur le plan donne. ou sur le plan polaire de x par rapport a la 


Hessienne. ce point x appartiendra au lieu >,; car. comme le plan passant 





IE 
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par le sommet a un nombre infini de poles (sur la droite polaire du plan, 


relative au cone), il est conjugue a tout aulre plan quelconque. Le premier 
‚as a lieu pour les poles des cones polaires, dont les sommets appartiennen! 
a la courbe d’intersection de la Steinerienne avec le plan E; done, le lieu 
>, passe par la courbe gauche d ordre 6(»—2)' qui correspond 
a la section plane E de la Steinerienne *). 

On verifie la seconde hypothese, si le plan tangent en x ä la Hessienne 
passe par le sommet x’ du cone polaire; auquel cas le point x appartient aussi 
evidemment & la surface © (67.). Donc le lieu &,;, quel que soit le plan K, 
passe par la courbe commune ä © et ä la Hessienne **). Cette courbe est 
de l’ordre 4(n—2) (7%n— 15) — 6(n—2)'=2(n—2(11n— 24), nombre qui est 
la moiti&e du produit des ordres de © et de la Hessienne; done, ces deux 
surfaces se touchent (partout oü elles se rencontrent) suivant 
une courbe gauche d ordre 2(»—2)(112—24), lieu d’un point dont 
le plan polaire par rapport ä la Hessienne passe par le point 
correspondant de la Steinerienne. 

Toutes ces surfaces F d’ordre 7» —15, passant par une me&me courbe 
gauche doordre 2(»—2)(11» — 24), forment un systeme lineaire. En elflet. 
sia, b, e sont trois points donnes arbitrairement dans l’espace; A, B, 
les plans polaires de a, b, ce par rapport ä la Hessienne; et a’, b’, ce’ les 
poles des plans A, B, C, par rapport aux quadriques polaires de a, b, e re- 
latives a F,, le plan E = a’b'e' determinera la surface (unique) & qui passe 
par a, b, ec. 

69. On demande le lieu d’un point tel que la droite com- 
mune a un plan donne E et au plan polaire dece point par rapport 
a la Hessienne soit tangente ä la quadrique polaire du meme 
point par rapport a la surface fondamentale. Pour resoudre cette 
question, prenons un point z sur une droite quelconque @; le plan polaire 
de x relatif a la Hessienne coupera E suivant une certaine droite; et le 


*) Le lieu &z et la surface polaire (pure) du plan E se coupent suivant une 
autre courbe gauche d’ordre 3(n—2)(örn— 11), qui est Evidemment le lieu d’un point 
tel que sa quadrique polaire par rapport & F„ touche le plan E, et que le plan polaire 
du m&me point par rapport & la Hessienne passe par le point de contact. 

**) 'Tout point commun ä& © et & la Hessienne appartient aussi & 8, car si 
le plan polaire relatif ä la Hessienne doit toucher le cone polaire, il passera par le 
sommet de celui-ci. Dans le cas de n=3, la courbe commune A 9 et A la Hessienne 





est la eourbe corr espondante a la RT, parabolique. 


6 * 
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lien des poles des quadriques polaires, relatives a F,, qui sont tangenles a 
ceite droite, coupera @ en 2(n—2) points x’ (48.). Reeiproquement, la qua- 
drique polaire (par rapport a F,) d’un point x est coupee par le plan E 
suivant une conique. qui a 2(4n— 9) tangenles communes avec la section 
faite par ce m&me plan dans l’enveloppe (de classe 4(»—2,—1...(14.)) des 
plans polaires des points de G, par rapport a la Hessienne. Le lieu demande 
est done une surface Z, d’ordre 2(n—2)+2(4n — 9) = 2 (In —11.. 

La surface © et la surface >,, relative au plan donne E (68.), avant 
en commun une courbe d’ordre 2 »r— 2) (11»— 24). se couperont suivant une 
autre courbe gauche d’ordre 

Tn —- 15) 11% —24) — 2 (n— 2) 11n— 24) = (In — 11) (11% — 24). 
Chaque point x de cette courbe sera tel que son plan polaire par rapport 
a la Hessienne touchera la quadrique polaire du me&me point par rapport a F, 
67.). 
68.); done, E passe par le point ou le plan polaire touche la quadrique. et 


et que le plan susdit sera conjugue a E par rapport a la m&me quadrique 


des lors lintersection de E par le plan polaire est une droite tangente ä la 
quadrique. Il en suil que x sera un point du lieu 2. Le meme raisonnement 
prouve que tout point de la courbe d’ordre 3(n— 2, 5» —11). commune a ia 
surface polaire (pure) du plan E et au lieu >,,, apparlient aussi a Z,. Done, 
ceite surface Z, coupe I, suivant une courbe d’ordre (dr — 11) 11» — 24) 
sitnee sur O, et suivani une aulre courbe dordre 3\n —2,(5»—11) situee 
sur la surface polaire (pure) du plan E. 

Or, on voit sans peine que. d’aapres les definitions de ces lieux, tout 
point commun a 2, et a ©, et tout point commun ä 2; et A la surface po- 
iaire de E, appartiennent necessairement a &,; done la surface Z, est 
touchee par la surface © suivant la courbe gauche d ordre 
52—11)(112—24), et par la surface polaire pure du plan E sui- 
vant la courbe gauche d ordre 3(2—2)($n—11):; ei ces courbes de 
contact sont plac&es ensemble sur la surface I,*). 

70. On demande le lieu d'un point tel que son plan polaire 
par rapport ala Hessienne coupe la quadrique polaire du meme 
et deux plans donnes E, E', suivant une co- 


point, relativea F,, 





*) ]] resulte de JA que l'ensemble de la Hessienne, de 25 et d’une suriace 
arbitraire D d’ordre 4n— 9 peut ätre engendr& au moyen de denx faiseeaux pro- 
iectifs (9, LE P,...) dordre 11In—24 et (25,8SE®,...) d’ordre In—15: ou Sg dfsigne 
la surface polaire pure du plan E. 
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nique et deux droites conjuguees ä celle-ei. Soit x un point d’une 


droite arbitraire @: X le plan polaire de x par rapport a la Hessienne: le 
lieu des poles des quadriques polaires (relatives a F,) qui coupent ce plan # suivant 
des coniques conjuguees aux droites AE, AE', est la surface polaire mixte de 
ces droites (48.,. qui coupera @ en 2\n-—-2) points x’. Reciproquement. soil 
() la quadrique polaire d’un point © par rapporl a F,: 


n 


on sait que les plans 
qui coupent la quadrique Q et les plans donnes E, E’ suivant une conique 
et deux droiles conjuguees. enveloppent une aulre surface quadrique. Celle 
surface et l'enveloppe des plans polaires des poinis de @, par rapport a la 
Hessienne, ont 2(4(r—2)—1) plans langents communs, auxquels correspon- 
dront autant de poles x sur @. Le lieu demande est done une surlave 
Zr: d ordre 2(n—2)+2(4"r—9) = 2(5%r— 11). 

Tout point x commun a 9 et au lieu Z, 69.) est tel que son plau 
polaire par rapport a la Hessienne coupe la quadrique polaire de .x relative 
a F 


[7 


et le plan E suivant trois droites passant par un seul et meme point. 
La derniere de ces droites a un nombre infini de poies (en ligne droite) 
par rapport a la conique formee par les deux premieres droiles, d’ou il suil 
que, relativement a cetle conique, ia derniere droite est conjuguce a toule 
droite tracee dans le dit plan polaire de x; done x est aussi un point du lieu 
Zur. Cest-a-dire que ce lieu passe par les deux courbes gauches 
dordre (5% — 11), (11a —R24),. suivant lesquelles la surface © est 
touchee par les lieux Z, et Zn. 

71. On demande le lieu d unpointtel que ses plans polaires par 
rapport a F,etälaHessienne, et sa quadrique polaire par rappor!t 
a F, aient un point commun sur un plan donne E. Soit x un point 
d’une droite arbitraire G; la droite commune aux plans polaires de x ren- 
contre E en un point y, et les quadriques polaires relatlives a F, qui passent 
par y ont leurs poles sur la deuxieme polaire de ce point, laquelle coupera 
G en n—?2 points ©. Reciproquement, la quadrique polaire dun point « 
par rapport a /,, coupera le plan E suivant une cerlaine conique 8. Or, 
ii ya sur @ 10(»n—2) points x, dont chacun a la proprieie que ses plans 
poiaires, relalifls a F, et ä la liessienne, se rencontrent sur 8 *); done, le 


lieu demande est une surface d’ordre 11(n—2) 


. 
/ 





*) Par un point queleonque i d’une droite R on peut mener denx premieres po- 
laıres relatiıves & F,„, les poles desquelles sont les ıntersections de N avec le plan 
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Quel que soit le plan E, cette surface passe par les 2(»—2) points 
ce ou la Hessienne est touchee par une droite a situee dans la surface fon- 
damentale (60.); car les plans polaires et la quadrique polaire de & passen! 
ensemble par la droite a et des lors ont un point commun avec tout plan donne. 


Chapitre einquieme. 


Application des proprietes generales A une surface fondamentale 
du troisieme ordre. 


72. La surface fondamentale sera desormais une surface F', du troisieme 
ordre, tout a fait generale, c’est-ä-dire sans points et lignes multiples. Les 
theoremes demontres precedemment contiennent deja un grand nombre de 
proprietes des surfaces cubiques; mais nous ne nous arreterons pas a donner 
les enonces particulierss. Nous nous proposons seulement de developper ce 
quil y a de special et de caracteristique a la surface du troisieme ordre. 

La premiere polaire &etant, dans le cas actuel, la quadrique polaire, la 
surface Hessienne et la Steinerienne coincident en une seule et 
meme surface du quatrieme ordre et de la seizieme classe (92., 94.). 
Les points de cette surface se correspondent deux ä deux; o et o' 
etant deux points correspondants, chacun d’eux est le sommet 
d’un cone quadrique polaire dont l’autre est le pole; et en 
chacun de ces points la Hessienne a pour plan tangent le plan 
polaire de l’autre. Ces me&mes points sont conjugues par rapport ä toutes 
les quadriques polaires (37.). 

73. La deuxieme polaire mixte de deux points a, b devient un plan, 
lieu d’un tel point, que par rapport a sa quadrique polaire les points a, b 
sont conjugues (49.). Si l’on se donne un des points a, b, et leur plan 


polaire de i; et les premieres „polaires de ces poles, par rapport A la Hessienne, 

conperont R en 2(4n—)) points? . Reciproquement, par un point ?' on peut faire passer 

deux premieres polaires relatives ä la Hessienne, dont les poles sont les intersections 

de it avec le plan polaire de ® (relatif & la Hessienne). Les premieres polaires de 

yo, par rapport ä F„, couperont R en 2(n —1) points ©. Done il y aura, sur 
2(4n— 9) +2(n—1) = 10(n—2) coincidences de i avec !, q. d.e. » 
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polaire mixte, on trouve l’autre point de la maniere suivante: les quadriques po- 
laires des points du plan donn& forment un reseau. et les plans polaires de a par 
rapport A ces surfaces passent par un m&me point 5, qui sera le point cherche. 

Si a est fixe, et que le plan polaire mixte tourne aulour d’une droite 
donnee G, le point b deerira une droite @’, intersection des plans polaires 
de a par rapport aux quadriques polaires des points de @. Or, @' coupe la 
Hessienne en quatre points, done les plans polaires d un point donne 
a par rapport aux cones polaires enveloppent une surface de la 
quatrieme classe Si a est un point de la Hessienne. le plan polaire 
mixte passe toujours par a’ (sommet du cone polaire de a); done, dans ce 
cas. les plans polaires de a par rapport aux cones polaires enveloppent un 
cone de la quatrieme classe. 

Si a est donne arbitrairement dans l’espace,. et b est variable dans 
un plan fixe E, le plan polaire mixte passe toujours par un point fixe e: le 
pole de E par rapport a la quadrique polaire de a. Done, si b deerit la 
courbe diintersection de la Hessienne avec le plan E, le plan polaire mixte 
enveloppe un cone de sommet e, de la quatrieme classe (eirconscrit a la sur- 
face quon obtient lorsque b parcourt la Hessienne); c’est-ä-dire que les 
plans polaires d’un point fixe, par rapport a tous les cones po- 
laires dont les sommets sont dans un m&me plan, enveloppent 
un cone de la quatrieme classe. 

74. Ce que nous avons nomme en general surface polaire mixte de 
deux droites @, @ devient une quadrique (un hyperboloide); et puisque, 
dans le cas actuel, la courbe polaire d’une droite par rapport ä une premiere 
polaire (3.) devient la droite reciproque de la droite donnee par rapport a une 
surface quadrique; il s’ensuit que l’hyperboloide polaire des deux 
droites @, @' est le lieu des droites r&eciproques de chacune de 
ces droites par rapport aux quadriques polaires des points de 
l’autre. ou bien le lieu d’un point tel que la reciproque de l’une des droites 
donnees par rapport a la quadrique polaire de ce point, rencontre l’autre 
droite donnee. 

Si ö est un point variable en @, et a, b deux points fixes sur @', Uhy- 
perboloide polaire est engendre (48.) par deux faisceaux projeclils, dans 
lesquels le plan polaire mixite de a, ö correspond au plan polaire mixte de 
b 
conques de @; L’hyperboloide polaire de deux droites est done 


‚i. Or, les points a, b peuvent etre remplaces par deux autres points quel- 
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aussi l’enveloppe du plan polaire mixte de deux points variables 
sur les droites donnees, resp. 

75. Si @, @ coineident, nous aurons la surface polaire pure d’une 
droite @, qui sera un cone du second ordre (14., 48.). dont le sommet 
est le pole de la quadrique polaire qui passe par @, et dont les generatrices 
sont les droites reciproques de @ par rapport aux quadriques polaires des points 
de @. Ce cone est l’enveloppe des plans polaires des points de #, 
et par consequent il est aussi le lieu des poles des quadriques polaires tan- 
gentesa @. Nous donneronsä cette surface lenom de cone polaire de la droite (7, 
quil ne faut pas confondre avec le cone polaire d’un point de la Hessienne. 

76. La surface polaire mixte de deux plans E, E’' est du 
troisieme ordre (47.); elle est le lieu des poles d'un plan par rap- 
port aux quadriques polaires des points de l’autre plan, ou bien 
(ce qui revient au meme) le lieu du pole d’une quadrique polaire. 
par rapport ä laquelle les plans E, E’ sont conjugues. 

Le lieu des poles d’un plan E par rapport aux quadriques 
polaires des points d une droite @ /30.) est une cubique (courbe 
du troisieme ordre) gauche, qui se trouve sur l’hyperboloide polaire de @ 
et d’une autre droite situee dans E, et aussi sur la surface polaire mixte 
de E et d’un autre plan passant par @ (51.). D’ou il suit que l’hyperboloide 
polaire de deux droites @, @’, si @ est fixe et @ variable dans un plan #, 
engendre un reseau de surfaces passant par une cubique gauche fixe. 

77. Si les plans E, E’ coincident, on a la surface polaire pure 
d’un plan E, qui sera l’enveloppe des cones polaires des droites situees 
dans le plan donne (48.), et aussi le lieu des poles du plan par rapport aux 
quadriques polaires des points de ce me&me plan (47.). Cette deuxieme defi- 
nition revient a dire que cette surface est le lieu d’un point dont la quadrique 
polaire est tangente au plan donne; done (15., 51.) la meme surface se con- 
fond avec l’enveloppe des plans polaires des points du plan donne. 
Elle est du troisieme ordre, de la quatrieme classe, et a quatre points doubles, 
situes dans les cones polaires et dans les hyperboloides polaires de toutes les 
droites du plan donne *). 


*) Si un point est & distance infinie, son plan polaire est un plan diametral de 
la surface fondamentale. L’enveloppe des plans diam@traux est donc la sur- 
face polaire pure du plan & l’infini. Üette surface est inscrite dans la deve- 
loppable eirconscrite ä F,„ suivant la section & Finfini (19.). 
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Soit a un point de celte surface; la quadrique polaire de «a c«tant 


tangente au plan E, coupera ce plan suivant deux droites croisces au point 
de contact a. Les plans polaires des points de ces droites doivent passer 
par a, et toucher ailleurs la surface; un point queleonque de celte sur- 
face est done le sommet de deux cones quadriques eirconserils 
a la surface (ils sont les cones polaires de deux droites croiseces en a‘). Le 
plan polaire de a’ est tangent ä la surface en a. 

Si a est lun des points doubles de la surface, les deux cones tan- 
gents doivent coineider; et par suite la quadrique polaire de « coupera E 
suivant deux droites coineidentes. Parmi les quadriques polaires tan- 
gentes a un plan E il ya done quatre cones; leurs poles (qui appar- 
liendront aussi a la Hessienne) sont les points doubles de la surface 
polaire pure du plan. 

Cette surface est la reciproque de la surface Romaine de StEınEn *). 

8. Si un plan E est fixe et quun autre plan E’ soit mobile autour 
d’une droite @, la surface polaire mixte des plans E, E’ engendre un faisceau; 
en effet, si cetie surface doit passer par un point donne x, le plan E’ passera 
par le pole de E relatif a la premiere polaire de x. La base du faisceau 
est composee d'une courbe gauche du sixieme ordre (lieu des points doubles 
des quadriques polaires des points du plan fixe) et d’une cubique gauche (lieu 
des poles du plan fixe par rapport aux quadriques polaires des points de la 
droite donnee) (47., 76.). 

La surface polaire mixte des deux plans E, E’ et leurs surfaces po- 
laires pures sont touchees ensemble (51.) par le cone polaire de la droite 
EE' en quatre points de la Hessienne (correspondants aux intersections de 
cette surface avec la droite EE’),. et passent par les dix points doubles de la 
Hessienne (47.). Ces points etant equivalents a 4.4-+-10 intersections. les 
trois surfaces nommees, qui sont du troisieme ordre, auront un autre el 
seul point commun: c’est le pole de la quadrique polaire qui passe’ par la 
droite EE'. 


*) |Voir les Monatsberichte de la r. Acad. de Berlin (juillet et novembre 1363) 


B > ’ 
et le tome LXIII de ce journal, p. 315.] 


Journal für Mathematik Bd. LXVIII 
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Chapitre sixieme. 


Proprietes de la surface Hessienne d’une surface fondamentale 
du troisieme ordre. 


19. Les plans polaires qui passen! par un point donne p ont leurs 
poles sur la quadrique polaire de p. Si ces plans doivent toucher la Hes- 
sienne, les poles seront distribues sur la courbe du huitieme ordre, intersection 
de la Hessienne avec la polaire quadrique de p (72.). Les points de contact 
[ormen!t une courbe du douzieme ordre, inlersection de la Hessienne avec la 
premiere polaire de p par rapport ä la Hessienne. Ces deux courbes du 
huitieme et du douzieme ordre sont done correspondantes (97.). 

S0. Considerons les droiles qui passent par p et qui touchent la 
Hessienne. Aux droites qui passent par p correspond un reseau *) de courbes 
vauches du quatrieme ordre (3.) siluces sur une surface S du second ordre (la 
juadrique polaire de p). Chacune de ces courbes gauches resulte de linterseclion 
de S par une aulre quadrique polaire, ei par suite (79.) les points doubles de 
ces courbes (points de contact entre S et les aulres quadriques polaires) 
seront situes dans la courbe © du huitieme ordre, inlerseclion de la lles- 
sienne avec S. Aux courbes du reseau, qui formen! un faisceau, correspon- 
dent des droites par p, situees dans un plan; or, dans ce Jlaisceau ilva 
douze courbes avec point double **); c’est-a-dire que les droites par p, 
auxquelles correspondent des courbes gauches du qualrieme 
ordre avec point double, forment un cone F du douzieme ordre. 
A un point quelconque 0 de la courbe Ü correspond une generalrice de 3, 
qui joint p au point 0’ qui, dans la Hlessienne, correspond a 0. Le lieu des 
points 0’ est done une courbe €’ du douzieme ordre (79.). Le plan polaire 
de o passe par p el louche la Hessienne (72.) en o', ei, par suite, il con- 
tient Ja droile tangente a C’ en 0’; done, ce plan est langen! au cone I sui- 
vant la droite po’. C’est-a-dire que le cone I est eirconserit a la Hes- 
sienne suivant la courbe Ü' 

La quadrique polaire dun point queleonque coupe U en seize points: 


de la resulte que I (et par suite la Hessienne) est de la seizieme classe (54). 


#=) In tel reseau resulte des intersecetions de S avec un reseau dautres surfaces 


quadriques polaires. 


*#*) Car, dans un faisceau de quadriques, il y a douze surfaces tangentes & S (33). 
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Si l’on considere une droite (@ passant par p, comme interseclion de 


deux plans langenis du cone I, chacun de ces plans aura un pole sur ©, 
et Ja courbe gauche (du reseau sur S) qui passe par ces deux poles sera la 
correspondante de @. Si les deux poles coineident, la courbe gauche devient 
tangente a Ü: d’ou il suit qu’aux droites tracees sur le cone X et dans ses 
plans stalionnaires, correspondent des courbes gauches (du reseau sur 5) lan- 
venles a Ü. 

81. Les points ou la Ilessienne est osculee par des droiles issues de 
p. sont les interseclions de cetle surface avec la premiere et la deuxieme 


oauches 


polaire de p, par rapporl a la meme surface. Ainsi, parmi les courbes 
du röseau en S il ya ena 4932— 24 qui ont un point de rebroussement. 

Ainsi le cone I est du 12° ordre et de la 16" elasse, et a 24 o 
ratrices stalionnaires; il aura done (A cause des formules de PLücker) 22 oe- 
neratrices doubles. Parmi ces generatrices doubles, dix sont dues aux points 
doubles de la Hessienne et correspondent a des courbes du reseau composees 
de deux coniques (chaque point double a, en effet. pour quadrique polaire 
une coupie de plans (56.)); les autres douze generatrices doubles correspon- 
dront a aulant de courbes du reseau composees d’une ceubique gauche el 
dune droite. 

Pour demontrer cette asserlion, considerons le reseau de courbes 
gauches du quatrieme ordre sur la surface quadrique 8, et, a cause de brievele, 
nommons yeneratrices el directrices les droiles des deux systemes qui existent 
sur cette surface. Soient L, H, N trois generatrices de S; une courbe quel- 
conque du qualrieme ordre qui soit Iracde sur 5 coupe en deux points ‚cha- 
cune de ces droites; el si trois de ces points (un sur chaque droite) tombent 
en ligne droite, la courbe se decompose en deux parlies, une eubique gauche el 
une droite (direelrice). Si / est un point quelconque de Z, la direetrice qui 
passe par / coupera M, N en deux points m, rn, et la courbe du reseau qui 
passe par m, » rvencontrera L en deux points /. Reeiproquement, si / est un 
point quelconque de L, les courbes du reseau qui passent par 7 forment un 
faisceau el, par suite, determinent sur M et N deux involutions (quadraliques) 
projeclives. Si une courbe du faisceau coupe H en mm’ et N en nn’, le lieu 
des droites analogues a mn, mn’, mn, mn’ est une surface du quatrieme ordre 
(pour laquelle M et N sont des droiles doubles), qui coupera 4 en qualre 
points /. Il y aura done, en L, six coincidences de ! avec /, c’est-a-dire 


quil y a six courbes du reseau, dont chacune est composde d’une eubique 
rd 
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gauche et d’une droite directrice. Analoguement, il y aura six autres cour- 
bes composees d’une cubique gauche et d’une generatrice. 
Ainsi, dansun r&eseau de courbes gauches de quatrieme ordre, 


VO 


tracees sur une surface quadrique, il ya: 1°. douze courbes com- 
posees d’une cubique gauche et d’une droite; 2°. dix courbes com- 
posees de deux coniques; 3°. vingt-quatre courbes avec rebrous- 
semenl. 

82. Si p est un point de la Hessienne, le cone I est du 10° ordre 
et de la 16° classe, avec 10 generatrices doubles (dirigees aux points dou- 
bles de la Hessienne) et 18 generatrices stationnaires. Ü’est-ä-dire que 
dans un reseau de courbes gauches du quatrieme ordre tracees 
sur un cone (quadrique polaire de p) il yen.a: 1°. dix composees 
de deux coniques; 2”. dix-huit avec rebroussement; 3°. six com- 
posees d’une droite et d’une cubique gauche (correspondantes aux 
six droites qui touchent la Hessienne en p et ailleurs (7.)); 4°. deux avec 
rebroussement au sommet du cone: celles-ci correspondent aux deux 
droites qui osculent la Hessienne en p. 

83. Sip est un point double de la Hessienne, cette surface est touchee 
en p par un nombre infini de plans, dont l’enveloppe est un cone quadrique; 
la premiere polaire de p aura done un nombre infini de points doubles en ligne 
droite, c’est-a-dire quelle sera le systeme de deux plans se coupant suivant une 
droite , situee dans la Hessienne: ainsi qu'il resulte m&me de la theorie 
generale (56.). Les points de cette droite seront les poles d’autant de cones 
avec le sommet p; ces cones forment done un faisceau et passent par quatre 
droites, dont le systeme represente la courbe polaire de x. Dans ce fai- 
sceau il y a trois systemes de deux plans: ces trois systemes seront les qua- 
driques polaires de trois points speciaux de la droite z, doubles pour la 
Hessienne. Les dix points doubles p sont done distribues, trois ä 
trois. sur les dix droites n; et celles-ci passent, trois a trois, 
par les dix points p. 

84. La Hessienne &tant en general de la 16“ classe, n’a pas d’autres 
points doubles, outre les dix points p. Et de meme, elle ne contient pas 
d’autres droites, outre les dix droites r. En effet, les quatre intersections 
d’une droite @ avec la Hessienne correspondent aux quatre cones qui passen! 
par la courbe (du quatrieme ordre) polaire de @. Si @ apparlient entiere- 


ment ä la Hessienne, aux points, en nombre infini, de @ correspondra un 





u; 
we 
3 
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nombre infini de cones formant un faisceau et, par suite, ayant le meme 


sommet. Ce sommet sera un point double pour la Hessienne, car celte sur- 
face y serait touchee par les plans polaires de tous les points de @. 

Un point double p n'est pas, en general, situe sur sa droite cor- 
respondante 71; si cela etait, la premiere polaire de p serait un cone avec 
le sommet p, et par suite ce point serait double pour la surface fondamentale. 

85. Soient o, 0’ deux points correspondants de la Hessienne; les cones 
polaires de 0, 0’ auront leurs sommets en 0’, 0 resp. et se perceront entre 
eux suivant une courbe gauche du qualtrieme ordre; et les deux autres cones 
quadriques passant par cette courbe seront les premieres polaires des points 
a, v oü la Hessienne est rencontree de nouveau par la droite 00’. Ües 
autres cones auront leurs sommets aux points «, © qui correspondent a x. v. 
Les points oo’w'o' sont done les sommets du tetraedre conjugue aux quadriques 
passant par la courbe du quatrieme ordre, et par suite les plans o’wv', ou'v' 
sont les plans polaires de o, 0’ resp. C'est pourquoi les plans tangents 
ala Hessienne en 0, o' passeront par la droite «v. 

Puisque les plans polaires de o, 0’ passent par w, ©’, r&eciproquement 
les cones polaires de «', vo’ (dont les sommets sont «, ©) passeront par 0, 0o'; 
donc, ils contiennent tout entiere la droite 00'wv et se rencontreront de nou- 
veau suivant une cubique gauche. 

De ce que les cones polaires de «', ®’ passent par la droite oo’, il 
s’ensuit que le cone polaire de cette droite aura son sommet (75.) en w et 
en v', c’est-ä-dire quil se reduira ä la droite wo’. Donc, les plans po- 
laires des points de 00’ passent tous par la droite ww. 

Les points ou la droite «'v' rencontre la Hessienne sont les poles des 
quatre cones quadriques passant par la courbe du quatrieme ordre qui est la 
polaire de la droite considerce; or, cetle courbe se decomposant en deux 
parties (une droite et une cubique gauche) il n’y a que deux cones quadriques 
passant par ce systeme; la droite we’ est donc tangente a la Hessienne 
en w et. 

Ainsi, toute droite joignant deux points correspondants de 
la Hessienne jouit de la propriete que les plans polaires de ses 
points passent par une droite fixe, qui est une tangente double 
de la me&eme surface. 

86. Si u et © coineident, c’est-a-dire, si la droite 00’ est tangente 


a la Hessienne (en un point « different de o, o'), les plans polaires des 
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points de 00° passeront par une meme droite qui aura un contact du troisieme 
ordre (en «) avec la Hessienne. 

Si» el » coineident en un point double p, les points w, ©’ deviennen! 
indeltermines sur la droite correspondanle a (83.); or, les cones polaires de tous 
les points de cette droite devant passer (85.) par 00‘, il en suil que 00’ est 
une des quatre droites qui forment la courbe polaire de a (83.). 

>57. Si o est un point parabolique de la surface fondamentale. son 
cone polaire a le sommet au point correspondant 0, passe par 0 et est louche 
suivant 00° par le plan polaire de o (5.). savoir par le plan qui touche la 
Hessienne en o'. Le cone polaire de 0 avant son sommelt en o, il siensuil 
que les cones polaires de ces deux points se couperont suivanl une courbe 
gauche dont o sera un point double. L’un des points a, » coincide avec 0'; 


laulre soit v. La droite oe (= wre‘) est done (85.) tangente a la Hessienne 


! 


en o et ©. Les plans qui touchent la surface fondamentale et la Hessienne 
en o se coupent suivant 00, cest- äa-dire que celle droite esi langente 
en o a la eourbe parabolique (de la surface fondamenlale). 

Soil w le point ou la droite or’ rencontre de nouveau la surface 
fondamenlale; la premiere polaire de & passe par w et par 00‘, el par suite 
elle rencontre le plan 00'v suivant deux droites, dont lune est 00° el lautre 
passe par ». Ce point » est done le point (unique) dinflexion de 
la courbe du troisieme ordre (avec rebroussemenl en o), suivanl 
laquelle la surlace fondamentale est coupee par le plan stlalion- 
naire 00% sh 


Y 


58. Dans un plan arbitraire E, combien de droites y a-t-il, 
analogues ä 00° (joignant deux points correspondanls de la Iles- 
sienne)? Le plan E coupe la Hessienne suivant une courbe du qualrieme 
ordre a la quelle correspond 97.) la eourbe (gauche du sixieme ordre) de 
contact entre la Hessienne el la surface polaire pure du plan E. Soit o l'un 
des points ou E rencontire cetle derniere courbe; ce point. comme apparle- 
nanl a E, aura son correspondant 0° sur la courbe du sixieme ordre; et 
comme apparlenant a cetle courbe, il aura son correspondant en E. D’ou 
il suit que les six points communs au plan E et a la courbe gauche du 
sixieme ordre sont correspondants, deux a deux. Mais dun aulre cöle, deux 
points correspondants de la Hessienne sont conjugues par rapporl a une qua- 


*) Et wo est la tangente stationnaire. 
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drique polaire quelconque:; done, d’apres un theoreme eonnu (dü a M. Hesse). 
les six points dont il siagit sont les sommets d’un quadrilatere complet: et 
les diaeonales de celui-ci sont les seules droites analooues A 
00, contenues dans le plan donne E. Les droites analogues a we’ (SD. 
qui correspondent aux droites 00 du plan %&, sont siluees sur Ja surface polaire 
de E (et dans un meme plan tritangent de celle-ci), parce que les plans po- 
laires des poinls de E sont langentis a la surlace polaire de ce plan 77 

S9. Le quadrilatere considere est determine par les interseelions de 

qualre quadriques polaires quelconques (n appartenant pas a un meme reseau) avec 

plan &; on sail en ellet que, quatre coniques elant donnees dans un plan, 
il v a un quadrilatere complet (unique) dont les diagonales sont renconlrces 
harmoniquement par chacune des coniques donnees * 

Deux sommels opposes du quadrilatere elant conjugües par rapporl 

aux coniques suivant lesquelles le plan E coupe les quadriques polaires de 
poinis, il sensuil que ce quadriiatere est inserit a la courbe du troisieme 
ordre, Jacobienne du reseau des coniques mentionndes et section de la sur- 
jace polaire du plan FE par ce meme plan. Or, les ınemes six points (somm 
du quadrilatere) sont situes dans la courbe plane du quatrieme ordre commun« 
a Eetä la iHessienne., qui est touchee par la surlace polaire de ce plan dans 
tous les points de la courbe gauche du sixieme ordre; done ces six poin 
sont aulant de points de eontaet entre les eourbes suivan! jeseu les E coupe 
sa surface polaire et la Hessienne. 

II suit de la que les cöles du quadrilatere rencontreront de nouveau 
la courbe piane du quatrieme ordre en qualre points alienes sur une droite 
({: et cette courbe piane apparliendra au faiseeau determine par le systeme 
des quatre droites formant le quadrilatere et par le systeme de la courbe du 
iroisieme ordre et de la droite @. Done, si celte derniere courbe a un poin! 
l 
| 


a surlace lon- 


double a. ce qui arrive lorsque le plan #& est tangent en a A 


damentale **), Ja droite polaire de a par rapport a la courbe plane du qua- 
trieme ordre viendra se conlondre avec la droite polaire du m&me point par 


rapport au systeme des qualre cöles du quadrilatere (la polaire harmonique 


| 


de a par rapport au quadrilatere). 


| Hathem. Questions from the Eduecational Times IV, London 18605, nv. 110.1 


4 


par ce point, qui est, par suite, double aussı pour la Jacobienne du reseau des polaires. 


#=#) Si une yo plane a un point doub le, toutes zen polaires passent 
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Mais d’ailleurs on sait que, si une cubique plane avec point double 
passe par les sommets d’un quadrilatere complet, la droite qui joint les trois 
points dinflexion est la polaire harmonique du point double par rapport au 
quadrilatere; done la droite polaire de a par rapport a la courbe plane du 
quatrieme ordre passera par les points d’inflexion de la courbe du troisieme 
ordre, qui sont aussi les points diinflexion de la section de la surface fonda- 
mentale par E. 

Ainsi: la droite, intersection d’un plan tangent ä la surface 
fondamentale avec le plan polaire du point de contact par rap- 
port ä la Hessienne, passe par les trois points d’inflexion de la 
section faite par le plan tangent dans la surface fondamentale. 

Si le plan tangent est stationnaire, on retombe sur un theoreme deja 
demontre (87.). 

90. Dans un plan quelconque E, combien y a-t-il de droites ana- 
logues a ac’ (droites dont la courbe polaire soit le systeme d’une droite 00’ 
et dune cubique gauche)? Les droites tracees dans le plan E correspondent 
aux courbes gauches du quatrieme ordre passant par les huit poles du plan. 
On sait que ces huit poles sont tels que la cubique gauche decrite par six 


d’entre eux rencontre deux fois la droite qui joint les deux autres. Or, huit 
7.8 
2 
‚ 9 . b) . r . 
composees dune droite et dune cubique gauche. Le plan donne contient 





points combines par couples donnent — 238 courbes du quatrieme ordre 


done 28 droites analogues ä wv': elles sont d’ailleurs les 28 tangentes 
doubles de la section de la Hessienne par le plan E. 

Celte section est de la 12” classe et a 24 points dinflexion; on re- 
trouve ainsi (80.) la proprieie que dans un faisceau de courbes gauches du 
quatrieme ordre il y en a 12 avec point double; et de plus, on voit que 
parmi les courbes gauches de cet ordre, qui passent par les huit 
intersections de trois surfaces quadriques, il yena24 qui ont 
un rebroussement. 

91. Une droite quelconque @ rencontre la Hessienne en quatre points 
abed; soient a’b'c'd' les points correspondants. Puisque a’b’c'd’ sont les som- 
mels des qualre cones d’un meme faisceau de quadriques, le point a’ sera le 
pole du plan b’e'd’ par rapport aux cones polaires de b, ec, d, c’est-a-dire 
que b’e'd’ est le plan polaire mixte des couples de points a’b, ac, ad: ou 


bien encore, b’c’d’ est le plan polaire de chacun des points b, ce, d par rap- 
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port au cone polaire de a. Or ce cone a pour sommet le point a; le plan 
b'’e'd' passe done par a. 

Ainsi si abed sontquatrepointisdelallessienneenligne droile. 
les points correspondantls abed sont les sommels d’un tetraedre 
dont les faces b’ed, da’, dab, abe passent para, b, e, d resp. 

92. Toutes les quadriques polaires passant par un point o forment un 
reseau; et il v en a une qui est tangente en o a un plan donne arbilraire- 
ment. Cependant, si o est un point de la HHessienne (el o le point corre- 
spondant). toutes les premieres polaires passant par o y sont touchees 59. 
par des plans passant par la droite 00°, et celles qui touchent en o un meme 
plan forment un faisceau et ont leurs poles sur une droite tangenle a la 
Hessienne en 0’. Dioü il seensuit que la droite 00’ est la polaire du plan 
tangent a la Hessienne en o par rapport au cone polaire de o, et aussi la 
polaire du plan tangent a la meme surlace en 0° par rapport au cone polaire 
de o. En d’autres termes: le plan tangent en o a la Hessienne et le 
plan tangent en ce meme point a une quadrique polaire quel- 
conque qui v passe. sont conjugues par rapport au cone po- 
laire de o. 

Reciproquement, toute droile langente en o’ a la Hessienne 
contient les poles d un nombre infini de quadriques polaires 
touch6ees en o par un seul et meme plan. 

93. Soit p un point double de la Hessienne et z la droite corre- 
spondante (83.). Des que chaque point de z correspond a p, les plans po- 
laires de tous les points de 7 seront tangents a la Hessienne en p (72.). 
cest-a-dire que le cone quadrique (oseulateur), forme par les 
droites osculatrices a la Hessienne en p, est le cone polaire de 
la droite ı. Ce cone contient les trois droites 77,777, (analogues a ı \83. 
qui passent par p, car tout point de ces droites est le pole d’un cone po- 
laire dont le sommet est Fun des trois points doubles p,p,p; de la Hessienne, 
situes sur 77. 

94. Le plan polaire de p» est tangeni a la Hessienne tout le long 
de la droite m (56.) et, par suile. il coupera cette surface suivant une co- 
nique ©. De meme, le plan polaire de p, touchera la Hessienne suivant 71,: 
or p, est un point de a: done la Hessienne et le cone polaire de 
soni touches le long des droites communes 7,,71,,77, par les memes 
plans (les plans polaires de p,, p.. P;). 

Mathematik Bd. LXVII. Heft 1. = 


Journal für 
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95. Le point p et un point quelconque de = sont deux points corre- 
spondants de la Ilessienne: done la droite qui joint ces points est le lieu 
des poles dont les plans polaires passent par une m&eme droite, tangente 
double de la Hessienne et situce dans le plan polaire de p /85.). L’un des 
points de contact est sur : llaulre apparliendra A la conique ©. C’est-a- dire 
qua toute droile tracece par p dans le plan pr, et consideree comme droite 
00’, eorrespond comme droite we une tangente de C. Soient o le point ou 
la premiere droite rencontre 7, et a le point ot la meme droite coupe de 
nouveau la Hessienne (les points 0’ et » sont coineidents en p); « et e' les 
points oü la deuxieme droite touche Ü et coupe 7, resp. On voit que la 
conique C a pour courbe correspondante la cubique plane (lieu du point «) 
suivant laquelle le plan pr coupe la Hessienne. 

La droite wo’ est dans le plan polaire de 0: or ce plan est tangen! 
au cone polaire de ı: done ce cone est touche par les droites analogues ä 
"ev: cest-äa-dire que la conique Ü est la trace du cone sur le plan po- 
laire de p. 

Ainsi le cone osculateur a la IHessienne en un point double 
touche cette surface suivant trois droites, et la coupe en oulre 
suivant une conique situee dans le plan polaire du point double. 

96. I y a d’autres proprietes du plan pr qui meritent d’etre re- 
marquees. 

Le cone polaire de « passe par p: de plus, le plan polaire de p par 
rapport a ce cone (savoir le plan tangent a ce cone suivani pw) est le plan 
polaire de « par rapport au cone polaire de p (11.),. cest-a-dire, le plan 
pa. Ce dernier plan est done tangent aux cones polaires de tous les points 
de la conique (Ü, et les generatrices de contact passent par p. 

Des que le plan pr touche en o les premieres polaires des points p 
etw, il touchera en ce meme point les premieres polaires de tous les points 
de la droite pw, et les coupera suivanl des couples de droites en involution, 
dont les ravons doubles sont op el 7. Deux droites R, A conjuguces dans 
cette involution apparliendront a une premiere polaire dont le pole soit q 
(point de pw’): eoncevons un plan passant par q et par une tangente quel- 
conque @,©, de €. Les premieres polaires de #,. e, passent ensemble 85.) 
par la droite pa, qui correspond A @,e©, (de meme que pa a we): done les 


points ol cette droite rencontre R, R’ seront deux poles du plan qu,e,. 


Cest-a-dire que les plans polaires des points des droites R, R’ enveloppent 
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un seul et meme cone qC. Tous les cones analogues passent par la conique 


C; celle-ei represente done. elle seule. l'enveloppe des plans polaires des 
points du plan pr. Ce quon peut demontrer aussi de la maniere suivante. 

Le point double » a la propriete que toutes les quadriques polaires qui 
y passent, y sont louchees par un meme plan pa (92.): dou il resulte que, 
si par p on lire les deux droites qui rencontrent. chacune deux lois. Ja courbe 
(gauche du quatrieme ordre) polaire d’une droite queleonque T de l’espace. 
ces deux transversales seront toujours comprises dans le plan p:r., c’est-äa- 
dire que la courbe polaire d’une droite quelconque a toujours deux cordes 
issues de p et situees dans le plan pa. Soit pa lune de ces cordes: chacun 
des points ou elle sappuie sur la courbe gauche aura son plan polaire passanı 
par T et par we’ (d’ou il resulte que T coupe wre): mais ces deux droites 
donnent un seul plan. donc les deux points ou pw lraverse la courbe gauche 
sont les poles dun meme plan passant par T. Deux de ces plans polaires 
(relatils aux deux droites pw) sont determines par les deux droites «e quon 
peut mener dans le plan de C, par la trace de T, a toucher celte conique: 
done, par une droite arbitraire T passent deux seuls plans ayant des poles 
dans le plan pr, et ces plans sont tangents a Ü; en diautres termes, cette 
conique est | enveloppe complet des plans polaires des points du 
plan pa. 

Un point queleonque du plan polaire de p apparlient a deux droites 
ac (tangentes de Ü). et par suite Ja quadrique polaire de ce point passera 
par les deux droites pw correspondantes (S5.), c’est-a-dire quelle sera lan- 
gente en p au plan pr. Le lieu des points dont les premieres po- 
laires touchent le plan pr est done compose 1’ du cone pÜ, dont les 
points ont leurs quadriques polaires langenltes au plan pr, avec 
le point de contact sur la droite ; 2". du plan polaire de p, dans 
lequel les points de la conique Ü sont les poles de cones polaires 
tangents au plan p7 suivant des droites issues de p, landis que 
les quadriques polaires des autres points du meme plan louchen! 
le plan pa en p. 

Il est evident. dapres ce qui precede,. que Ja courbe gauche du 
sixieme ordre qui en general (47.) est Ja courbe de contact entre la Ilessienne 
et la surface polaire d’un plan, lorsque ce plan est pr, se reduil au systeme 
des quatre droites 77,77,77, et de la conique Ü. 

97. Une droite menee arbitrairement par le point double p rencon- 


Sn * 
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trera la Hessienne en deux autres points e, d: soient ec’, d’ les points corre- 
spondants. Les premieres polaires des points de la droite ped passent par 
deux coniques situces dans deux plans qui forment la quadrique polaire de p 
ei qui passent par ı (83.): et dans le faisceau de ces premieres polaires, les 
points dont le plan polaire est constant par rapport a ces surlaces, sont 
I" les points e', d‘ (sommels des cones du faisceau). dont les plans polaires 
relatils aux quadriques du faisceau sont ad’, re resp. et 2” les points den, 
dont les plans polaires relatils aux memes quadriques passent par la droite 
cd. Le plan ad’ est done le plan polaire mixte des points de’, c’est- a-dire 
quil est le plan polaire de d par rapport au cone polaire de ec’, dont le 
sommet est ce. Il resulte diei que le plan rd’ passe par ce; et analoguement 
le plan ze passera par d. | 

En outre. si x est un point queleonque de 7, le plan polaire de ® 
par rapport au cone polaire de ce passe par ed’: en daautres termes, cd’ est 
dans le plan polaire de e par rapport au cone polaire de ., dont le sommel 
est p. Done les points pe’d’ sont en ligne droite. Ainsi: 

Si une droite menee par le point double p rencontre la 
Hessienne en c, d, les points correspondants e, d sont aussi en 
lione droite avec p: et les droites ed, ed se rencontrent sur 
la droite ı. 

98. Ces econelusions subsistent meme si le point e tombe sur une droite 
,: une des droites de la Hessienne. differente de  (correspondante a p) el 
de :7,77,77, (qui passent par p). savoir correspondante a un point double p, 
situe,. par ex.. sur 7. Alors, ce’ devient le point double p,. et d est un 
point de la droite z,. Ce meme point d’ est le pole dune premiere polaire 
avec le point double d: or, les points non-doubles de , ont pour quadriques 
polaires des cones de sommet p,: done d esi le troisieme point double p; 
situe sur ,, et par suite d tombe sur la droile ,. 

Si le point e est variable sur 7,, les pomts € (=p, el d (= p,). 
situes tous les deux sur la droite lixe ,, restent invariables: ainsi d ne 
sorlira pas de 77,. Dou il resulle que les droites 7, et 7, sont dans un 
meme plan passant par p. Ce plan doit en outre couper la Hessienne sui- 
vant une liene de second ordre avec un point double en p: ceite ligne ser: 
done le systeme de deux droites. qui necessairement se confondent avec 
N, ei T;. 


+ 


Le point commun aux droites z, el a, est le pole d’une quadrique 
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polaire avec point double en p, et p;. savoir dune quadrique composce de 


deux plans passant par 7,; ainsi ce point commun a :ı, el 7, sera p, |Si- 
tue sur 77). 

Les droites 7,7,77,7, forment done un quadrilatere plan com- 
plet, dont les sommels sont six points doubles de la Ilessienne. 
Deux sommels opposessont des points correspondants. ce est-a-dire 
que chacun deux appartient a la droite correspondante al aulre 

Quel est le nombre des plans analogues a celui qui contient les qualre 
droites 71,71,71,77,% Par chacun des points p passent lrois de ces plans. el 
chaque plan contient six points p: le nombre des plans est done 


Vu bien encore: deux tels plans passen! par chaque droiie ı. el 


chaque plan contient quatre droites : le nombre des plans est done — > 
+ 


Ges eing plans formen! un penlaedre (decouvert la premiere 
fois par M. Syıvester) dont les sommels et les aretes sont les dix 
points p et les dix droiles ı resp. 

De ces ceing plans, trois passent par p et les deux autres par .ı; done 
le sommet commun a trois faces du penlaedre a pour droite correspondante 
interseelion de deux autres faces. 

99. Lorsqu on veut considerer le systeme de ces eing plans. il est 
convenable de les representer par les nombres f, 2, #, #, 3, de sorte que 
les dix sommels p (points doubles de la Hessienne) et les dix areles op- 
poseces resp. (droites ı correspondanles) seront desiendes par 

123 124 125 134 135 145 234 235 245 345 

45 3 4 25 24 23 ld I4 i3 12. 

Un point queleonque de la droite Z2 a pour quadrique polaire un 
cone conjugue au triedre (83.) forme par les plans #45: et de meme les 
cones polaires dont les poles soient pris arbitrairement sur les droites 4. 
f#, 15, sont conjugues aux triedres 245, 235, 234, resp. Dou il sen- 
suit que toutes les quadriques polaires du reseau determine par ces quatre 
cones, savoir les quadriques polaires de tous les points du plan 7 sont con- 
juguces a un seul et meme tetraedre, qui est forme par les plans 24. 

Les plans 7, 2, 3, 4. 5 sont les seuls doues de cette pro- 
priete que les quadriques polaires de tous les points de ehacun 
d’eux soient conjugueces A un meme telraedre (forme par les 


aulres quaire plans ; parce quon demontre que. si les quadriques polaires 
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d’un reseau sont conjuguces A un seul ei m&me letraedre, les aretes de celui- 
ci sont siluees dans la Hessienne. Cette surface est, en elfet, la Jacobienne 
37.) du systeme lineaire determine par le dit reseau el par une aulre qua- 
drique polaire quelconque S (elrangere au reseau). Or, si Von prend sur 
"une des areles du tetraedre un point 0, et sur larele opposee le point 0’ 
ou celle-ci est coupee par le plan polaire de o par rapport a S, les points 
0. 0 seront conjugues par rapport a toutes les surfaces du systeme, ei par 
suite ils apparltiendront a la Hessienne. 

I00. Nous avons constale (85.. 90.) que toute droite bitangente a 
la Hessienne a la propriete d’etre l'enveloppe des plans polaires des points 
d’une aulre droite (qui joint deux points correspondants de la surface). Parmi 
les droites douces de cette propriete il v a les dix areles du penlacdre el 
les quinze diagonales de ses faces. Chaque arete, comme 72, correspond & 
un faisceau de cones polaires (83.) dont la base est le systeme de qualre 
droites concourant au point correspondant #45; el reciproquement (9.) les 
plans polaires des points de chacune de ces quatre droites passe- 
vont par la droite /2. Chaque diagonale, comme {/23}}145}, correspond a 
un Jaisceau de .quadriques polaires (qui ne sont pas cones) dont la base 
est le systeme des quatre droites, intersections des deux couples de plans qui 
forment les quadriques polaires des points 723, 145: et reciproquement, 
les plans polaires des points de ces qualre droites passeront lous 
par la diagonale consideree. 

101. Nous avons vu qua une droite quelconque ped passant par le 
point double p correspond une droite pe’d’ (97.), et il resulte de ce qui pre- 
cede (98., que, si la droite ped tombe dans lune des faces du triedre 
1,.13717,. Ja droite ped coineide avec larete opposce du meme triedre. Re- 
ciproquement, si ped est [une des droites 71,7177,, la droite pe’d’ est indeter- 
mince parmi celles qui passent par p et qui sont siluees dans le plan des 
deux autres droites . 

Si ped coineide avec pe’d', cest-a-dire si ce, d sont deux points 
correspondanis, ped sera 56.) lune des qualre droites par lesquelles passen! 
les cones polaires de sommelt p». 

Si ped est menee dans le plan pr, le point ce’ coincide avec p, el 
par suite pe'd’ est osceulatrice A la Hessienne en p: done, si ped est variable 


. Iı m ‚ 
(autour de p) dans le plan pa, la droite pc’d’ engendre le cone polaire de ı. 


Et. pendant que e parcourt , et dque deerit une cubique plane avec un point 
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double en p, le point d’ engendrera la conique C interseetion du cone susdil 
avec la Hessienne (95.). Lorsque ped est osculatrice ä la Hessienne. c esl- 
a-dire quelle touche en p une des branches de la cubique plane. le poim! 
d tombe en p et par suile d en : d’ou il resulte que les deux intersections 
de la conique © avec la droite - corresponden!t aux deux points de la eubique 
plane, infiniment voisins de p. 

102. Si la droite ped est variable dans un plan E par p) la droite 
ped engendrera un cone passant par 77,. 7%. 71,, a cause des trois droites 
suivant lesquelles E coupe les faces du triedre 7,77,7, (101. le cone est 
determine par deux autres generalrices, parce que deux droiles passan! var 
p determinent le plan E. Les cones, qui de cette maniere eorrespondent ü 
deux plans E, E,. ont une seule generalrice commune (oulre ,. 7 
qui est la droite pe'd‘ correspondante A linterseetion ped des deux plans. 
Done, ces cones correspondants aux plans E sont du second ordre 

Ainsi nous avons une transformation de figures formees par 
des droites (et des plans et des cones) issues du point p. A une 
droite correspond une droite, a un plan correspond un cone qua- 
drique eirconserit au triedre ,757,. et reeiproquement, 

Des que les points ee’, et de meme dd’, sont conjuguces par rappor! 
a toule quadrique polaire, les droites ped, pe’d’ seront conjuguces par 
rapport a tous les cones polaires de sommet p. Ües cones formen! 
un faisceau ei passent par les quatre droites qui correspondent a elles-memes: 
et ces qualre droites forment un angle solide dont les droites diagonales son! 
A. 7%, 7, (intersections des couples de plans qui font partie du faisceau el 
qui sont les quadriques polaires de p,. pP. pP). Ainsi. le cone quadrique. 
circonserit au triedre 7,n7,,. qui correspond a un plan K est le 
lieu des droites polaires de ce plan par rapport aux cones du 
laiseceau. Par consequent, ce cone coupe les plans mr. 7,7,. 7,7, Sui- 
vant les droites conjuguces aux interseclions de ceux-eci avee E. par rappor! 
| 


| . r » 3 . [ ’ I} » » » ' . 
aux couples de droites 7,77,. 137%, 77,7, resp.: le meme cone rencontre le 


nian F% suivant deux droites correspondantes. dont cehacune est une gencra- 


irice de ceontact entre E et un cone du faiseeau: les plans passant par e! 


vosp. par deux droites correspondantes formen! un systeme harınonique avec 
les plans 7,7, 1,73; etc. 
103. Considöerons un cone eubique (du lroisieme ordre) passant par 


les six droites pp, Pps- PP» Ti» 7, 713, el touche suivant les trois dernieres 
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par les plans polaires de p,. pP. pP; ”): soit ped une generatrice de ce cone. 
l,e plan re coupe la Hessienne et ce cone suivant deux cubiques avant sept 
poinls communs, dont trois ont les m&mes tangenles: done ces eubiques coineiden! 
ensemble. ÜU’est-a-dire que le cone ceubique rencontre la Hessienne 
suivant une courbe plane (du troisieme ordre) dont le plan est ne, et. 
par suite, suivant une autre courbe plane (du meme ordre). dont le 
plan sera ad. Chacun de ces deux plans suffit evidemment pour determiner 
d'une maniere unique) le cone cubique et l'autre plan: done, ces couples 
de plans. contenant les courbes dintersection de la Hessienne 
avec les cones eubiques du faisceau dont il sagit. forment une in- 
volution. dont les plans doubles contiendront les courbes de contact entre 
la Hessienne et deux cones du faisceau. Cest-a-dire que les langentes 
qu on peut mener a la Hessienne, du point p, forment deux cones 
cubiques, et les courbes de contact sont dans deux plans passan! 
par 7ı; le systeme de ces deux plans est done la quadrique polaire du point 
p. Ainsi. la quadrique polaire de p est constituee par deux plans 
[ormant un systeme harmonique avec les deux plans qui con- 
tiennent les deux eubiques planes appartenant a un meme cone 
cubique du faisceau. 

Parmi les cones de ce faisceau il v a celui qui est forme par le plan 
prı avec le cone polaire de 7: les plans des sections qui v corresponden! 
sont le plan p. et le plan polaire de p. Un autre cone du me&me faisceau 
est le triedre 7,7,77,. forme par les trois faces du pentaedre (98.) qui con- 
courent en p: les sections correspondanltes sont dans les deux aulres faces 
du pentaedre (qui passent par z), et chacune delles est le systeme de trois 
droites. Don Fon tire que les deux plans formant la quadrique po- 
laire de p, et les deux faces du pentaedre qui passent par ıı 
[orment un sysieme harmonique. 

104. Les plans ze, rd passent respectivement par d’, e' (97.); donc. 
le cone eubique ‘du faiseeau mentionne) qui passe par ped passe aussi par 
ped; cest-a-dire que (102.) ce cone correspond a lui-meme. On 
eonelut diei et des proprietes connues des cubiques planes **) que les plans 


1 


*) les cones ceubiques analogues forment un faisceau, car les conditions com- 


munes sont equivalentes A neuf droites par lesquelles passent le syst@me de trois plans 
T,71,, 1,7, a,7,, et le systeme du plan pr et du cone polaire de la droite n. 

”*) Onpeut, en effet, consid@rer le cone cubique comme Jacobienne d’unrdseau de cones 
quadrıques (de sommet p) auquel appartienne le taisceau des cones polaires des points de zz. 
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langents a notre cone suivant deux droites correspondantes ped, ped', se 
coupent suivant une gen£eralrice du meme cone: que tout cone quadrique 
eirconscrit au triedre 77,77,717, coupe le cone ceubique suivant les trois genera- 
trices de conlact de ce cone avec un seul el m&eme cone de second ordre: 
et que ces lrois generalrices forment un triedre dont les faces rencontrent le 
cone cubique suivant lrois nouvelles droites situees dans le plan qui correspond 
au premier cone «uadrique. Kite. ete. 

105. Nous ferons maintenant quelques remarques sur la surface polaire 
d’un plan quelconque E passant par le point double p. Ce point etant le 
sommet dun nombre infini de cones polaires. dont les poles sont les points 
de a, la surface polaire passera par cette droilte et sera louchee 
suivanl celle-ci par le plan polaire de p. La meme surface passe en onutre 
par p et y est touchee par le plan polaire du point öi, ou E est rencontre 
par . Parmi les cones polaires de sommel p, il v en a deux langentis au 
plan E: done (7T.) la surface polaire a deux points doubles sur a. 

Les quadriques polaires passant par p rencontrent E suivant des co- 
niques louchees en p par une seule et meme droite pi (intersection des plans 
E et pr). Un point queleonque de cette droite est double pour une de ces 
coniques. c est-a-dire quil est un point de contact entre E et une premiere 
polaire passanl par p: toutes les premieres polaires analogues passent done 
par la droite pi, et leurs poles seront situes dans la droite, interseetion des 
plans polaires de p el ö. D’ou il derive que cette derniere droite ap- 
partient a la surface polaire de E. 

Cette surface polaire est langente a la Hessienne suivanl une courbe 
sauche du sixieme ordre (47.) qui, dans le cas acluel. se decompose en 
deux parlies. la droite 7 et une courbe gauche du einquieme ordre passanl 
par p. Cette courbe, elant correspondante sur la Hessienne a la section du 
plan E, forme conjointement avec les droites 7,7,77, lintersection complete 
de cette surface avec le cone quadrique qui correspond au plan E 102. 
Ce dernier cone coupera donc de nouveau la surface polaire de E suivant 
une droite. En eflet, des que le plan E passe par les points correspondants 
p. i de la Hessienne, il touchera en i un faisceau de quadriques polaires (92.). 
don! les poles sont sur une droile passant par p et situee dans la surface 
polaire: et cette surface sera louchee suivant ceite droite par le plan polaire 
de ö. La meme droite contiendra les deux autres points doubles de la surface. 
qui sont les poles de deux cones appartenant au me&me faisceau. Ües deux 
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cones auront done leurs sommels (dans le plan E) sur une droite passant par 
p et correspondant a la premiere droite. 

106. En appliquant ces consideralions aux plans du pentaedre 12345 
99.). on voit que les aretes du tetraedre 2345 forment la courbe du sixieme 
ordre (correspondante au quadrilatere des quatre droites /2, 13, 14, 15) 
suivant laquelle la Hessienne est touchee par la surface polaire du plan F; 
cette surface a done les points 234, 235, 245, 345 (sommets du letraedre) 
pour points doubles. Cette meme surface (etant la reciproque de la surlace 
Romaine) contient lrois autres droites situees dans un meme plan: ces droiles 
seront (105.) les intersections des plans polaires des couples de points 
123, 145). (124, 135). (134, 125), sommels opposes du quadrilatere. 
Les memes droites forment un triangle a,b,c, dont chaque sommet sera le pole 
d’une premiere polaire tangente au plan / el passant par deux couples de 
sommels opposes du quadrilatere: ainsi. les diagonales de ce quadrilatere,. com- 
binees par couples, sont les interseclions du plan / avec les premieres polaires 
des points a,b,c,; cesi-a-dire que les sommels «@,/5,y, du triangle diagonal 
sont les poles du plan «a,b,c.. 

Il correspond de meme au plan 2 un plan @b,c,, qui sera le plan 
polaire de chaque sommet du triangle ,/9,7, forme par les diagonales du 
quadrilatere (21,23, 24, 25); etc. pour les autres plans du pentaedre. Or, les 
plans menes du point #45 aux diagonales } 723) 145) 9,71, 12411835) yıcı- 
125\\134#\ = 0,9, passent aussi par les diagonales 123) |245\ = 97.. 
12411235) y20,. 12511234) = 0,/,. parce que les couples de points 
145, 245). 135,235.. (134,234) sont en ligne droite avec #45; done 
les droites @,%, /9,/%5-. Yıy2 eoncourent au meme point 34a. 

Le plan a,b,e, etant le plan polaire des points @,9,/1, il en resulte 
que la quadrique polaire du point commun a ce plan et a la droite 72 est un 
cone passant par les points e,/,y, et par les quatre droites (issues de #45) 
qui forment la base du faisceau des cones polaires des points de /2. De 
meme, la quadrique polaire du point ou le plan @,b,c, coupe la droite /2 
sera un cone passant par les points &/%,y, et par les memes quatre droites. 
Or. les points @,0,. 9,5, Yıy, sont en ligne droite avec le point 345, 
sommet commun des deux cones; ces deux cones sont done coineidents, 
cest-a-dire que les plans a,b,c,. @,b,c, rencontrent la droite /2 au meme 
point. Ainsi. ces plans a,b,c,, &b,&, ... qui correspondent aux 


faces 7, 2, ... du pentaedre formen! un nouveau penlaedre dont 
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les ar&tes rencontrent les aretes correspondantes du premier: et 
par suite les cinq droites suivant lesquelles se rencontrent les 
faces correspondantes des deux pentaedres sont dans un seul et 
möme plan. 


Y 


107. Nous avons demontre qua une section plane E de la Hessienne 
correspond une courbe gauche AK du sixieme ordre (57.). Soit o un point 
de K: 0’ le point correspondant de E. La droite polaire du plan E par 
rapport au cone polaire de o renconire la Hessienne, non-seulement en 0. 
mais aussi en trois aulres points /, m, n. Le plan E est done le plan polaire 
mixte des paires de poinls ol, om, on, c’est-a-dire quil est le plan polaire 
de o par rapport aux cones polaires de /, m, ». Done E conlient les sommels 
de ces trois cones. el par consequent les points /, m, » appartiennent a K. 
Ainsi. les droites polaires du plan E, par rapport aux cones po- 
laires dont les sommels sont dans ce plan. rencontrent la courbe 
sauche K, chacune en trois points. 

Combien de ces droites polaires du plan E passent par un point quel- 
conque o de K? Il faut chercher un point qui. avec o, ail le plan polaire 
mixte E; tel est tout point de la droite polaire de E par rapport au cone 
polaire de o. Cette droite rencontre. ainsi quoon a vu ci-dessus. la courbe 
K en trois points /, m, n: et les droites polaires de E par rapport aux cones 
polaires de /, m, n passeront par o. 11 y a done trois droites polaires 
qui passent par un point quelconque de K. 

Combien de ces droites polaires sont rencontrees par une droite arbi- 
traire (? Autrement. combien de points v a-t-il sur @ lesquels aient E 
pour plan polaire,. par rapport a un cone polaire dont le pole soit sur K? 
Les poles des quadriques polaires. par rapport auxquelles les points de @ son! 
les poles de E (76.). sont dans une cubique gauche qui a huit points communs 
avec K (28.). Donc. les droites polaires du plan E par rapportaux 
cones polaires qui ont les sommets dans ce plan, forment une 
surface du huitieme ordre. Pour cette surface. K est une courbe 
triple. car en chacun de ses points se croisent trois generatrices. La meme 
surface passe par les dix droites 7, parce que chacune de celles-ci 
peut eire regardee comme polaire d'un plan quelconque par rapport a la qua- 
drique polaire du point correspondant p. 

Les generatrices de la surface rencontrent le plan E aux sommels des 
cones polaires, ainsi cette surface contient la section plane E de la 

g# 
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Hessienne. Elle contient,. de plus. quatre droites situees dans E: ce sont 
les generatrices de contact de E avec les qualre cones polaires dont les poles 
sont les points doubles de la surface polaire de E (77.). 

Si E est le plan a linfini, les cones polaires des points de K sont 
des eylindres, parmi lesquels ceux (en nombre de quatre) qui touchent E 
sont paraboliques; et les droites polaires de E deviennent les axes de 
ces evlindres. 

108. De quelle elasse est l’enveloppe des plans qui coupen! 
la surface fondamenlale F, suivant des cubiques harmoniques*)? 
Soit @ une droite arbitraire, x un point commun a G@ et A la surface fonda- 
mentale; il faut chercher un tel plan passant par @ que les quatre langentes 
menees du point x a F,, dans ce plan, forment un systeme harmonique. 
Or. toutes les langentes quon peut mener par x a F, forment (6.) un cone 
du qualtrieme ordre qui, nayant pas en general de gencratrices doubles ou 
stalionnaires,. est de la douzieme classe. En coupant ce cone et la droite @ 
par un plan. nous aurons une courbe generale C. du quatrieme ordre et un 
point g: et il saagira de mener par g une droite qui rencontre C en qualre 
points harmoniques. On sait que cetle question a six solutions**): lenveloppe 
demandee est done une surface de la sixieme classe. 

On trouve de la m&eme maniere que les plans qui coupent la 
surface fondamentale suivant des cubiques equi-anharmoniques 
enveloppent une surface de la quatrieme classe. 

Une cubique qui ait un rebroussement est simultanement un cas parti- 
eulier de la eubique harmonique et de la cubique equi-anharmonique; done, 
les deux surfaces de sixieme et de quatrieme celasse, que nous avons 
considerees tout-a-l'heure, sont inscrites dans la developpable (61.) 
formee par les plans tangents sltalionnaires (c’est-a-dire eirconserite 
a la surface fondamentale suivant la courbe parabolique). 

Parmi les plans qui coupent la surface fondamentale sui- 
vant des cubiques equi-anharmoniques, il y a les dix plans ana- 
Iogues a pa (96.), c’est-a-dire passant par un point double de la Hessienne 
el par la droite correspondante. En effet, la premiere polaire de p est une 


*) Une eourbe plane du troisi&me ordre est dite harmonique ou equi-anhar- 
monique d’apres les valeurs singulieres du rapport anharmonique constant des quatre 
tangentes Issues d’un point queleonque de la courbe. 

STEINER, Ueber solche algebraische Curven etc. (t. XLVII, p. 102 de ce Journal). 


uk ) 
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paire de plans passant par 7, ei les premieres polaires des points de -ı son! 
des cones qui coupent le plan pr suivant des couples de droites (par p) en 
involution: les rayons doubles de cette involulion et la droite ı forment done 
la Jacobienne du reseau des coniques suivant lesquelles le plan prr coupe les 
quadriques polaires de ses points. (Cette Jacobienne est la section du plan p. 
par la surface polaire du meme plan.) Or, si la Jacobienne du reseau des 
coniques polaires est un systeme de trois droites, la courbe fondamentale es! 
equi-anharmonique: done le plan p-r rencontre la surface fondamentale suivanı! 


une cubique equi - anharmonique. 


Chapitre septieme. 
Les vingt-sept droites d’une surface du troisieme ordre. 


I09. Si un plan est bitangent a la surface fondamentale F,, il cou- 
pera celte surface suivant une cubique avec deux points doubles (les deux 
points de contact), savoir suivant une droite el une conique. Le nombre des 
droites situces sur F, est done egal a celui des plans bitangents qui passen! 
par un point arbitraire de l’espace, ou bien ä la classe de la surface deve- 
loppable enveloppee par les plans bitangents. Or, cette classe (8.) est 27: 
une surface du troisieme ordre conlient done, en general. 27 
droites. 

Si a est une de ces droites, tout plan mene par a coupe de nouveau 
la surface suivant une conique et la touche aux deux points d’intersection de 
cette conique avec a (60.). Si l’on fait varier le plan autour de «a, les deux 
points de conlacl engendrent une involultion, dont les points doubles 
sont les points de contact de a avec la llessienne, ou ce qui revient au 
meme, avec la courbe parabolique. Parmi les plans menes par a. il yena 
eing (60.) qui coupent F, suivant une conique avec point double (deux 
droites, oulre a), c’est-a-dire que par loute droite siluce sur la sur- 
face passenl cinq plans tritangenis (deux points de contact sur la 
droite, et le troisieme au dehors. Reciproquement, tout plan trilangent doil 
couper la surface suivant trois droites (une cubique avec trois points doubles): 
done, une droite quelconque de la surface rencontre 2.5 = 10 
autres droites de la meme surface, et le nombre des plans tritan- 


9.27 n 
sents est ——— =45. 
Ö 
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Si a, b, e sont les trois droites contenues dans un meme plan tri- 
Iangent. par chacune de ces droites passent quatre plans tritangents, outre 
abe: chacun de ces plans contenant deux nouvelles droites, on a ainsi les 
3.4.2 — 24 droites qui avec a, b, e completent le nombre 27. 

110. Les neuf droites suivant lesquelles s’entrecoupent les faces de 
deux triedres donnes forment la base d’un faisceau de surfaces cubiques, au- 
quel appartiennent les deux triedres. On obtient la surface du faisceau qui 
passe par un point donne p, de la maniere suivante: un plan mene arbitrai- 
rement par p coupe les neuf droites en neuf points lesquels. etant les inter- 
sections des ceötes de deux triangles (sections des deux triedres), forment la 
base d’un faisceau de courbes du troisieme ordre. Une de ces courbes passe 
par p, et le lieu de toutes les courbes analogues, qu'on obtient en 
faisant tourner le plan autour de p, sera &evidemment la surface 
cubique demandee. Soient @&b,C.,. b;C53@,, C;,a,b, les droites suivant les- 
quelles la premiere. la deuxieme et la troisieme face du premier triedre 
coupent resp. les faces du second; aulremenl, soient a, b;C;,, d5C34;. Cnab, 
les droites suivant lesquelles la premiere. la deuxieme et la troisieme face du 
second triedre coupent resp. les faces du premier. Alors. nous pouvons 
former les ternes 

5,5 dc 55 

b,bb, ©,C,Cn 4, 
dans chacune desquelles on a trois droites qui ne se coupent pas. Les lrois 
droites a,b,c,, determinent un hyperboloide qui coupera de nouveau la surface 
cubique suivant une courbe L (non-plane) du troisieme ordre. Un plan mene 
arbitrairement par a, touche l’hyperboloide en un point x et la surface cu- 
bique en deux points y,9,: en faisant tourner le plan autour de a,. les points 
y,y, donnent une involution projeclive a la serie simple des points x: il y 
aura done trois coineidences dun point z avec un des points correspondants 
y. C’est-a-dire que I'hyperboloide et la surface cubique se touchent en trois 
points de a,. et de meme en trois points de 5b, et en trois points de c,. 
Or. les points de contact de deux surfaces sont les points doubles de leur 
intersection. done ZL coupe en trois points chacune des droites a,b,c3. D’ou 
il suit que L est le systeme de trois droites appuyees sur a, di, C3*). 


*) |Voir un tlı&oreme plus general de M. Mouraro dans la Teoria geom. delle 
superficie, note de la page 48.| 
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Analoguement, chacun des hyperboloides correspondants aux cing autres lernes 
coupera la surface cubique suivant trois nouvelles droites: nous aurons ainsi 
3.6= 18 droites qui, avec les neuf intersections des faces des triedres donnes. 
forment le systeme des 27 droites. 

I11. Un laisceau de surfaces S$ de second ordre. dont la base sera 
une courbe Ü du quatrieme ordre, soit projeclif a un faisceau de plans E 
passant par une droitea. Le lieu des coniques suivant lesquelles les 
surfaces 5 sont coupees par les plans correspondants E est (17. 
une surface F, du troisieme ordre, dont on obtient les intersections 
avec une droite arbitraire G, de la maniere suivanle. La droite @ rencontre 
S en deux points y,9, el E en un point x: les couples y,9, donnent une 
involution projeclive a la serie simple des points x; il y aura done trois 
coineidences dun point x avec un des points correspondants y. 

La surlace F, passe par les bases des deux faisceaux generateurs (17.). 
savoir par la courbe gauche C et par la droite a. Chaque plan E touche 
F, en deux points: ce sont les deux points oü la droite a coupe la surface 
S correspondante a E. Parmi les surfaces S il y en a deux qui touchent a. 
cest-a-dire quil y a deux plans E qui sonl (tangents) stalion- 
naires. Ühaque surface S touche F, en quatre points: ce sont les points 
ou Ja courbe gauche Ü est rencontree par le plan E correspondant a 8. 

Parmi les plans E il y en a cing 60.) qui touchent les sur- 
[aces S correspondantes: chacun de ces plans est done tangent a F, en 
trois points et coupe cetle surface suivant deux droites, outre a. En partanl 
d’un quelconque de ces plans trilangents. on retrouve le systeme complet des 
27 droiles, comme ei-devant ı109.). 

112. Supposons maintenant que les plans E soient les plans polaires 
dun point fixe p par rapport aux surfaces quadriques S; le lieu des cour- 
bes de contact entre les surfaces quadriques d un faisceau et les 
cones eirconscrils de sommet p, est done une surface eubique F, 
qui passe par la base C du faisceau, et aussi par le point p, a cause de la 
quadrique S qui passe par p. Les plans E des courbes de contact passen! 
par une meme droite a, qui, par suite, est situee dans F,. 

Dans le faisceau quadrique il yv a qualre cones, et pour chacun d’eux 
la courbe de contact se decompose en deux droites,. situees dans un plan 
par a. La surlace 5 qui passe par p est coupee par le plan polaire de p 


suivant deux droiles croisees en p, dont le plan passe par la droite a. Ainsi 
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nous avons oblenu 10 droites situces. par couples, dans des plans pas- 
sant par a. 

En considerant les deux droites croisees en p, chacune delles est 
appuy6ce en deux points a la courbe gauche (, et lon peut mener par cette 
droite qualre plans langenls a ©. Chacun de ces plans louche au meme point 
(outre ©) la surface F,. parce que la droite qui joint p au point de contact 
touche. en ce dernier,. F,. et determine avec la tangente de Ü le plan tangent 
de F,. Chacun de ces plans est done un plan trilangent. el par consequent 
ı coupera F, suivanl deux nouvelles droites. Ainsi. nous aurons 2.4.2 
droites qui. avec les 10 deja oblenues el avec a, completent le systeme des 
27 droites. 

113. Nous dirons quun systeme (lineaire) de plans est projeetif 
au sysieme des points de l'espace, lorsqu’a un point queleonque x correspond 
un ‚seul) plan A, et que reeiproquement a chaque plan X corresponde un 
(seul) point x; de plus. quaux points x d’un plan X’ correspondent les plans 
X (d’un reseau) passant par un meme point x, et par suile qu'aux points « 
d’une droite correspondent les plans X dun faisceau. Inversement a un 
faisceau de plans A correspondront les poinls x dune droite, et aux plans 
X qui passent par un point =’ correspondront les points x d’un plan X”. 
l.es points x et les plans X’ forment de nouveau deux systemes projectifs. 

On a trois sysiemes (lincaires) de plans. projectifs entre eux el aussi 
au svsteme des points de l’espace: de sorte que chacun des quatre elements 


homologues A,. A,. A, 


. x determine, avec une solution unique, les trois 
autres. Soil = le point commun aux trois plans X,. X,. A,: les poinis ı, 
r' se determineront Iun par l’autre d’une maniere unique; car, si x’ esl 
donne, par ce point passe en general une seule lerne de plans correspondants 
A,. A,. A,. auxquels correspondra un point unique x (resultant de linter- 


seetions des trois plans A), A,, A, qui correspondent au point «'). On 
peut regarder z ei x comme points homologues de deux espaces 
projeelifs: cherchons done Aa determiner les courbes et les surfaces qui 
correspondent. dans lun de ces espaces, aux droites et aux plans de l'autre. 

Si x parcourt un plan E, chacun des plans A produit un reseau: on 
aura ainsi trois reseaux projeetifs dont trois plans correspondants se coupent 
en x. Le lieu de x’ est done (23.) une surface F, du troisieme ordre: d’ou 
il suit que les points de cette surface correspondent. chacun ä 


chacun. aux points du plan E. 
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Toutes les surfaces eubiques F, correspondantes aux plans 
E du premier espace formen! un systeme lineaire el passen! par 
une meme courbe eauche K du sixieme ordre (35... lieu d’un 
point par lequel passen! trois faisceaux correspondants de plans 
X. Ainsi, a un point quelconque = de K correspondra. au lieu 
d’un simple point x, une droite S. 

Sir deerit. une droite, les plans A forment trois faisceaux pro- 


oauche. 


jeetifs; par suite (18.). le lieu de = sera une (courbe) eubique 
Celte courbe formera avec A la complete intersection des deux surfaces F 
qui correspondent a deux plans E passant par la droite donnee. 

Une droite et un plan, dans le premier espace, ont un point commun 
x; le point x’ qui lui correspond devra resulter aussi dune maniere unique 
de lintersection de la courbe et de la surface qui correspondent a la droite 
et au plan. resp. Or. cette courbe et celte surface, elant toutes les deux du 
troisieme ordre. ont neuf points communs: de ces points huil appartiendron! 
28.) a la courbe K, et le neuvieme sera €. 

De ce que la cubique gauche correspondante a une droite queleonque 
rencontre KM huit fois. il resulte que cette droite sera croisce par les droites 
Ss correspondantes a huit points =’ de K: cest-ä-dire que les droites 
du premier espace. qui correspondent aux points de la courbe 
gauche K forment une surface du huilieme degre. 

Trois plans E se coupent en un point x: done trois surfaces F, on 
un seul point commun .r’, au dehors de la courbe K. 

Reciproquement, si le point x’ deerit (dans le second espace) une 
droite, le point x engendrera une (courbe) eubique gauche: car le lieu de 
sera rencontre par un plan arbitraire E en autant de points que la droite 
donnee a diinterseclions communes avec la surface F, correspondante Aa ce 
plan. Si x’ est variable sur un plan E’, x engendrera une surface eubiqu: 


’ 


F,: en ellet, le lieu de x sera rencontre par une droite quelconque aux points 


qui corresponden! aux intersections d 


u plan E’ avec la courbe correspondant« 
a ceite droite. Et des que le point = esl interseetion de trois plans homo- 
logues X,. A, A, de irois sysiemes projeclifs au systeme des points = (du 
second espace), il sensuit que F, peut Elre construite comme lieu du point 
commun a lrois plans correspondants de lrois reseaux projeclifs. Par conse- 
r les \ fi ar. F » ro |: iu ar 3 |: 1 .4r sl [7 uı9ıı fi » ı I? 1} 
quentl, es SsuTiaces ; (correspont anles aux pians au second espact ormeroni 
elles aussi un systeme Jlineaire et passeront par une seule ei meme courbe 
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sauche K’ du sixieme ordre, a chaque point x de laquelle correspondron! 
les points x’ d’une droite S’*). 

113°.  Soit x’ un point de X, qui sera commun a tous les plans A\,, 
X,, A, de trois faisceaux correspondants, dont A,, As, A; soient les axes; 
et soil S la droite qui contient les points x correspondants a ces plans. c'est- 
a-dire la droite commune aux plans A,. Ar. A, qui correspondent a «'. 
Chaque terne de plans homologues menes par A,, A). A; resp. correspond 
a un point x de £, de fagon que ce point x variable sur S a loujours son 
homologue au point fixe x’; mais parmi ces lernes il y en a Irois dont chacune 
est composee de Irois plans passant par une meme droite. En ellet, le cone 
engendre (42.) par les faisceaux projectils A,, A,, et le cone engendre analogue- 
ment par les faisceaux A,. A,. auront. oulre laxe commun A,. trois droites 
communes, chacune desquelles sera par suite lintersection de trois plans cor- 
respondants A,. A,, A,. Ainsi la droite 5 a lrois points dont l’un quelcon- 
jue correspond a une droite passant par x; aulrement, S est appuyce a K' 
en trois points auxquels correspondent trois droites (5) passant par x. Ana- 
Ioguement, a chaque point x de K correspondra une droite 
appuyece a K en trois points, et les droites S correspondantes a 
ces poinis se eroiseront en x. Üest-a-dire que, si une droite ren- 
contre K en trois points, les trois droites qui correspondentä ces 
points passent par un meme point x (de KK’) et forment elles 
seules la eubique correspondante a la droite donnee, de maniere 
qu a tout autre point de celle-ci correspondra le point fixe «. 


Si le point x’ deerit une droite @, les plans A,. As. X, donnent 


naissance a lrois faisceaux projectils. ei par suite le lieu de x sera, ainsi 
que nous l’avons deja montre (113.) une cubique gauche, commune aux trois 
hvperboloides que les trois faisceaux engendrent, etant pris deux A deux. 
Celle courbe se decomposera 1”. en une conique et une droite S, lorsque @ 


renconire K une fois; 2”. en trois droites (dont deux, &. 5, qui ne se 


Zw 


coupent pas, sont croisces par la troisieme), lorsque @ rencontre K deux fois; 


3 
par rap port A trois surfaces quadrıques fixes, les points ®, x' ont .r relation par- 


taıtement r&ciproque (involutorische), et A un plan E, quel que soit l’espace auquel il 
est cense appartenır, correspond une seule et m@me surface F,, lieu rin poles du plan 
E par rapport aux surfaces du reseau determine par les trois quadriques donndes 
(80.). Dans ce cas les courbes K, K’ coincident, et il devient inutile de distinguer 
les deux espaces. 


*) Au cas particulier que X, X,, X, soient les plans polaires du point x 





Ki 
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3°. en trois droites Sı, 5. 5 (issues dun m&me point de K’). lorsque @ ren- 
eontre K trois fois. En faisant abstraction des droites & correspondantes aux 
points de K, nous pouvons dire qua @ correspondra une eubique 
gauche, une conique, une droite ou un point. suivant que G a 
0, 1.2, 3 points communs avec K. 

D’ou il s’ensuit que. si @ est siluce sur une surface F,. elle rencontrera 
I au moins une fois, car la ligne correspondante a @ doit etre placde sur 
le plan E qui correspond a F,. Done, si nous considerons trois droites 
situces dans un m@äme plan tritangent de F;. il ne peut arriver 
que les deux cas suivanis: ou les trois droites rencontrent K 
chacune en 2 points, ou elles coupent cette courbe en 1.2.9 
points resp. 

114. Soit F, la surface eubique qui correspond a un plan donne E: 
ce plan coupera la courbe gauche K’ en six points 7, 2, 3, 4.5, 6, que 
nous nommerons points fondamentaux: done, en regardant ces points comme 
des positions de x, les six droites correspondantes !=a,, m. d,, (,. 
d,. A; (lieux des points homologues x) seront situees sur F, et appuvees 
aK, chacune en trois points. Etl'on voit aisement qu’aux differents points 
de la droite a, correspondent les points du plan E infiniment voisins du point 
fondamental r, c’est-a-dire que la serie des points x’ de a, est projective 
au faisceau des droites menees par r dans E. 

Les autres droites de F, seront appuyees a K en deux points ou en 
un seul point, et par consequent elles correspondront a des droites ou a des 
coniques tracees dans le plan E (113°“.). Dans le premier cas la droite en 
E doit aussi rencontrer deux fois AK’; or, dans le plan E il y a quinze droites 
qui ont deux points communs avec cette courbe gauche. 

23 31 12 56 64 45 14 15 16 24 25 26 34 35 36: 
done F, contiendra quinze droites 

C33 Czı Cor O5 Cr CH Ca CC, Ci CH C5 Ca CH CO, CH 
chacune appuyee a K en deux points. 

Les droites a, et e,, (oü r, s sont deux points fondamentaux) se ren- 
contrent en un point qui correspond a la direction rs issue de r: done le 
plan de ces droites coupera F, suivant une troisieme droite qui naura quun 
seul point commun avec K, el que nous designerons par b.. Ce meme plan 
rencontre les six droites a, dont deux (a,,a,) sont eroisees par e,, (car la 
droite correspondante passe par les points r, s); done b, coupera, outre a,. 

9” 
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quatre aulres droites a, hormis a,. D’oü il seensuit que la conique correspondante 
b, passera par cing points fondamentaux, hormis s. Ainsi F, contien!t 
six nouvelles droites 
b; b» b; b, b- b, 
appuycesäK, chacune enun seul point, et correspondantes aux coniques 
23456 13456 12456 12356 12346 12345 
quon peut deerire par les points fondamentaux, pris cing a cing. 

115. Voila done les 27 droites de la surface F,. D’apres ce qui 
precede (113°°.) un plan tritangent quelconque contiendra une droite a, une 
droite b et une droite e, ou bien trois droites ce; et par suite deux droites « 
ou deux droites b ne seront jamais dans un meme plan. 

Si une droite b ou e rencontre la droite a,, la conique correspondante 
a b ou la droite correspondante a c doit passer par le point fondamental r. 
Done deux droites a,, b, se rencontrent toujours si les indicees =, s sont 
dilferents. et ne se rencontrent pas si elles ont le m&me index. Et une 
droite a, coupera, outre les eing droites b dindex different, les»eing droites 
c,, qui ont un index egal ar. 

Si deux lignes en E ont un point commun x, les lignes correspon- 
dantes sur F, s’entrecouperont au point homologue x’; mais si les premieres 
lienes passen! ensemble par un point fondamental r, ceci indiquera seulemen! 
que les lignes sur F, sont rencontrces une et l'autre par la droite a, aux 
points qui correspondent aux directions des premieres lignes en r. 

Il resulte diei que deux droites ce, ou bien une droite b et une droite 
e se renconlreront, si les lignes correspondantes ont un point diinterseelion qui 
ne soit pas lun des six points fondamentaux. Done b, rencontre toutes 
les droites e qui ont un index 7; et deux droites e se coupent si 
tous leurs indices sont differents. 

ll est mainlement tres-facile de trouver les 45 combinaisons de lrois 
droites qui sonl dans un meme plan. Le plan qui passe par a, et b, 
contiendra aussi e,,; et cette derniere droite sera aussi dans le 
plan a,b,, car les symboles e,, et e,, expriment une seule et me&me droite 
(celle qui correspond a la droite menee par les points rs). Enfin, trois 
droiles e sont dans un meme plan, si leurs indices contiennent tous les six 


nombres 23456. 


Veici done les quarante-cing ternes de droites situees dans les plans 


trnitangents: 
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| 





d, b,e, . 1 u b, G | a,b, C,; | a,b, C, abe h ı abe 
a, b,e,, a.b,.c,. a,b,c, | ab,c, ab,e., ab,e 
| 
d, Bo, a,b,c,, dl be a,b C, ab Ad. , ab« 
ab.e, a,b.e, a,b_e a,b.e, be, | abe 
a,b C, | 4, be ı ab C, | a,b C, abe ı abe 
| | | 
Ba ‚( ( ( ( I, A ( ( C, ( ( { 
0,20; €, FR 2 FE E 


116. On peut faire ici plusieurs remarques interessanis. Par ex 
deux droites non situces dans un meme plan. comme a,. b,. son! 
rencontrees par les m&emes cing droites (Ca. Ciz> Ca» Eis. Cum. Parmi 
les aulres vingt droites. il y en a eing qui rencontrent seulement «a,. einq 
qui rencontrent seulement 5b,,. et dix qui ne coupent aucune des deux 
droites a,. b,. 

Trois droites qui ne se coupent pas. comme @,. @. q@,. son! 
rencontrees par les mämes trois droites (b,.b,.b,): et il va six 
droites (A,, 4z, Ag» Co» Cor, C;,) qui ne rencontrent ni a, ni @, ni a,;. 

Qualre droites qui ne se coupent pas. comme @. &ı. d;. d,. 
sont rencontrees par deux droites (b,.b,). et ne sont pas ren- 
contrees par trois droites (a;. 4,. 4;,). 

Deux systemes de six droites. comme 


6. bb % u GG & 


+ 


| 


ou deux droiles homologues ne se coupent pas. et deux droites non -homo- 
logues se coupent loujours. forment ce qu’on nomme. dapres M. ScurärLı. un 
double-six. Ging droites, comme @a,. &. 4;. d,. d;. qui appartiennen! 
aun meme sr, sont coupees par une seule droite \b,) et ne son! 


pas rencontrees par une autre droite (a,). Mais einq droites qui. sans 


se couper, n appartiennent pas a un meme six. comme @,. @.. d;. 
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fl; CO, sont reneontrees par deux droites (b..b.): et il ny a aucune 
droite qui ne rencontre pas lune ou l’autre de ces cingq droites. 

117. La methode de zeneration que nous avons adoptee pour la sur- 
tace F, nous a conduit naturellement au double-six forme par les droites 
a, b. Mais on peut arranger autrement les 27 droites de maniere ä former 
un double-six. Un double-six est determine par deux droites ho- 
mologues, comme @,. b,: car les eing droites qui coupent 5, sans couper 
a,. et les eing droites qui coupent a, sans couper b,. completent les deux six 
du double-six. On deduit dici le nombre des double - six qu on peut former 
avec les 27 droites. UChacune de ces droites n'est pas rencontree par seize 

Pr 27.16 


autres droites: il y a done —;— paires de droites qui ne se rencontrent pas. 


Chaque paire determine un double-six. mais chaque double-six contient six 


couples de droites homologues: le nombre des doubles-six est done 


27.16 


— 96. Voieci le tableau des trente-six double-six. 
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115. On a vu que, trois reseaux projectifs de plans etant donnes, 
le lien du point commun a trois plans correspondants est une surface du 


troisieme ordre. dont les points correspondent, un a un, aux points d’un plan 


ixe. Reciproquement. on peut demontrer qu’une surface quelconque 
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(generale) F, du troisieme ordre peut etre engendree (dune infinite 
de manieres) par lrois reseaux projectifs de plans * 

Soient a, 4,, a; trois droites de la surface donnee F,. qui ne se 
coupent pas (110.). Un plan A, mene arbitrairement par a,. et un plan 4 
mene par a, rencontrent F, suivant deux coniques qui ont un point commun (car 
les points ou la droite A,A, rencontre les deux coniques doiven! representer 
les trois intersections de la meme droite avec F,); par ce point ei par « 
menons un plan A,. On obtient ainsi trois faisceaux de plans, qui ont entre 
eux cette relation que M. Avsvst dit duplo-projectire: c’est-a-dire que. deux 
plans etant choisis arbitrairement dans deux faisceaux, le plan correspondan! 
du troisieme faisceau en resulte determine d’une maniere unique. Et la sur- 
face F, est le lieu du point commun a trois plans correspondanls. 

Un plan tritangent mene par a, renconlre @, et a, en deux points 
appartenant aux deux droites de la surface que le plan contient, outre a,. 1 
va done deux cas possibles: ou le plan tritangent contient une droite qui 
coupe @, et a, et une autre droite qui ne coupe ni @ ni a,: ou bien il con- 
tient deux droites dont lune coupe «, et l’autre coupe a,. Uya (110.) trois 
droites qui rencontrent @,. a, et a,. donc le nombre des plans de la seconde 
espece est demr. Soient b,C,;. „5b, les droites comprises dans ces plans, dont 
b,, € solent coupees par a,. et les autres par a,. Les droites b,a, ne ren- 
contrent pas b,a,: done la droite c,, commune aux plans b,a,. b,a, est situee 
sur la surface. De meme les plans c.@, C,4, se couperont suivant une 
droite 5, de la surface. Designons les six plans a,b,c.., a,b;c,;; ab,c 
&b, Ca; 456,65, G;b;C3 par les lettres A,, A; Ar, As; A, A;,. Aux plans 
A,» A, correspond (dans la relation duplo-projective) un plan indetermine 
par a,. car ces deux plans se coupent suivant une droite de la surface. De 
meme aux plans Ä,. A, correspond un plan quelconque par a,; ete. 

Soit E un plan fixe. et mn, nl, Im trois droites tracces dans ce plan 
Supposons la droite m» divisee projectivement (homographiquement) au faisceau 
a, (savoir au faisceau dont laxe est la droite «a,). tellement qu'aux points m. 
#, 4, eorrespondent les trois plans A,. A,, A). De meme la droite »/ soil 
divisee projectivement au faisceau @,, a condilion qu aux poinls », I, u, cor- 
respondent les plans A,, A,, Az; et la droite Im soit projeclive au faisceau 
a,,. de maniere que les points /, m, v, correspondent aux plans A;, ,. A 


Abstraction faite de la realıt@ des &l@ments. 
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supposons de plus que les plans A). A). A, soient correspondants dans la 
-projeclive cest-A-dire qu ils se coupent en un point de F}). 

li. Mmii,. 9r,, concourent en un meme point , de E. 
\lors un point quelconque x du plan E, joint aux points /, m, n, 
is droiles qui renconlreront mn, nl, Im en trois nouveaux points 
el a ces poinis correspondront dans les faisceaux a,. a,. a, lrois 
s A,» A;. A,. dont le point commun soit x. Quel est le lieu du point ır’? 
Si ö est un point quelcongue d’une droite arbitraire dans l'espace, on peu! 
an du faisceau a, et un plan du faisceau a,: le plan cor- 
respondant du troisieme falsceau coupera la droite arbitraire en un point ö. 
Si au« n prend arbitrairement sur cette droite le point © pour v faire 
Ssel | 'roisieme faisceau. les couples de plans des autres faisceaux. 
re comme correspondanis,. marqueront sur la droite deux di- 


sions homoeraphiane:s Chacun des deux points doubles de ces divisions 


- 


v 


esi un pomnl ı passenit deux plans des falsceaux a, el d, TeSsPp.. COTTESPON- 
ö 2 ' i Bo ur un I e . 1 y 

ss au Pi au troisieme lalsceau. mene Par e. II v aura done. sur la 

roTi rbitraire. irois coincidences dun point ’ avec son correspondan! # 


savoir trois points du lieu: en dautres termes le lieu du point x' est une 


surface passe par les droites a,. a,.. a,. axes des trois faisceaux 

rn f ” 4 nnın! . rnı!o act X 1 N nA SE \ l« \ ni 

—] € IR a] ui polın! Ge ces GTolles eEesi EVIide mment sılue dans tro!s 

r rrespondanis. Mais ce n enest pas encore assez. Siles points ),. tt prennent 

es Dos ns {, resp.. Je point » devient indetermine: or. aux points m de mn 
c> c \ > 3 ns Ass Br uc> lalsceaı u % 1 Üs. IONC > Dıan 

r] ni | IX A,. @,: donc le plan 


spondant a ces plans. reste indetermine. On con- 


commune aux pians A,. A, est sıluee entieremen! 
, r . rıT n rn? 11! . In { r» } »c « In x Ir 1 T 
x - eilic] PuU)>1I>IEC pouı iec> auifes «roll es 
Po i . ’ : rn’ y; 1 In: € 4 ; 1 . v 
. \ In Cr ey» » SB 2 . EeNCOoOniTe ic» Dians un DI Te don« le 


urlacı nnee ont en commun neuf droites et un point 
- z vi; 114 f { { r [ } oe aVec 132 surfa« e F 
r du plan E correspond un point de 
proquement. un point queleonque z' de cette surface determine trois 


ra ra bo. 20 ji, auxquelis correspondront irois point- 


nis joints a /, m, n resp. donneront trois droites 
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Considerons les lrois Iernes de plans correspondants 


1; A, A, 4, 

t, u A 

t, Fa. Var, 
dont une queleonque est delerminee par les deux autres, qui resient arbı 
Mais, ces ternes une Tois choisies el fixces,. on peut les regarder com: 


determinanl trois reseaux projeelils de plans, ou a lieu la eirco: 

euliere que les plans d’un meme reseau ont en commun ıme dr: 

d’un simple point. Autrement: si A, est un nouveau plaı 

el si l’on determine les plans A, . A, de maniere que les groupes A,A,A, A 
A,4,A;A: „ A,;A;A; A, soient projeetils,. je dis que A est pı 

plan du troisieme faisceau qui correspond aux plans A,. A 
duplo-projeelive. Dans le plan E, en ellet, les droites de chacune des 


! , 


/ ° fl , 4 Zi ! ’ 
(li, mu,nv), (l.,mu,nv), (1, „mu ‚nv ) concourent en un poin! 


- I! - Ir ! ‚ 


groupes de qualre droites Z(A.4.,.2,.4 7). mlu.W.u". u"). nv. ı 
le meme rapport anharmonique. parce quils sont projectils aux trois gr 


de plans A; done les trois droites 4, mu”, nv" se couperont eı 


joint. et par suite les plans A, . A,. A, passeront par un meme 
’ | \ 


la surface F,. c’est-ä-dire quils sont trois plans correspondants dans 
faisceaux duplo -projectils. 
Apres avoir Iransiorme de la sorte les trois faisceaux duplo-projeetil's 
en trois faisceaux projectiis comme cas particulier de trois reseaux proji s 
nous pourrons y appliquer la methode exposce ailleurs (45. ; c’est-a-« 
nous pourrons (sans alterer la surface engendree) subroger aux series projeetives 
ur Ar; 
I, A, A 
. Ma, A 


les reseaux projeelils 
Li ee 
I, A, A BR 
I, A y pP 
ou lrois plans correspondants n auront plus en general quun se 
mun (dont le lieu est la surlace proposee); mais il v aura six es 
A,A,A;) de plans correspondanls passant par une meme 


‚f \ 1 \ y) \ 
ı ve quon demontre par des cons vat IS € ON 


bien par la methode suivie paı \l. DCHRÖTER dans 
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us pouvons de nouvean faire correspondre les points de la surface 
ux points d un plan queleconque denne E: car Il sufftt d elablir 
4 " \ won | 1 1 J I f \ vl | \ |: | \ h 
ve \reciproque) entre les polmis au plan D et Ies Plans de um 
' ' en | r r 
s sreseaux. de facon qua un point en E corresponde un plan du reseau, 
UX I s dune droite en E correspondent les plans dun’lfaisceau dans le 


S VEeTst A rs. a un point qauelconqaue de UV correspondra un 





s chamıe resean ei par suite un point de F.. et inversement. 


Chapitre huitieme. 
Representation d’une surface du troisieme ordre sur un plan. 


I1S. que toute surface ‘generale, du lroisieme 

representee sur un plan donne E. de maniere que les points 

es ı Is de F. se correspondent. un a un Dou il resulte 

sul \ pian eometrie des lienes lracees sur 

Dans cette representation. aux 27 droites de F, correspondent en E, 

six points 123456, que nous avons nommes fordamentaux: 2°. les six 

es quon peut decrire par cing des points fondamentaux: 93°. les quinze 

roites gi ‚nent. par couples, les points fondamentaux. Les droites « qui 

rrespondent aux six points, et les droites b qui correspondent aux SIX CO- 
es. forment les deux six dun double-six (115 

Proposons- nous maintenant de resoudre. au moins dans les cas les 

us interessants. ces deux questions. 1° trouver la nature de la courbe plane 


rrespo! 4 urbe donnee sur F;: 2". trouver quelle courbe sur F, 


n plan queleconque © correspond une surface I, du troisieme 

rdir: yui passe par la courbe AK’; done äa lintersection de F, par & 
rrespondra lintersection de E par 3;: c’est-a-dire qua une cubique 
racee sur F, correspond. en E, une cubique passantpar les 

x ei ınversemen!. a une cunique quelconque deerite 
par ves SIXx poinis correspondra une section plane de F,. Deux cubiques 
riles en E par les six points fondamentaux se coupent en trois nouveaux 


sorrespondront auX niersections de F AVeL une droitte quelconque 


L} 


Sı (5 est taneent a F, au pomt 4 a eubiıqu« correspondante en WE 
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aura un poin! double au point corre pondant a Si 2 appartie 

a,, x devient le point fondamental r qui correspond ' 

ce ens. le plan & eontient la droite a et coupe I 

1Nne eubique deerite par les poın!s Iondamentank 

pour point double, correspond a une eoniqu | J 
un plan bitangent. passant par une dr ea | 


lorues qui ont le noeud au meme point fondamental ı 
involution des couples des iangentes au noeud corres 


couples des points ou la droite a. est rene 


. . I ‚ I 1 | N 
bitangenls: ei jies ravons doubles de Ia DrTemiere 1NnNVolu 


points doubles de la deuxieme. cest-a-dire que les deux « 

ceau, pour lesquelles le point double r est un 

ment. correspondent aux deux coniquesdeF 
De meme,. on trouve aisement qu a la coniqus 

plan bitangent. qui passe par la droite e_,, corres; 

passanl par yualre points Iondamentaux. eXcep er. 

et la droite rs forment la cubique correspondante a la se 

plan bitangent. Et a la conique contenue dans un plan bitang 

passe par la droite 5,. correspond une droite pass 

r; cette droite et la conique qui passe par les autres eingq ıts 


forment la eubique qui correspond a la seclion complet: 


121. A la courbe geauche (,. suivant laque > F, es 
par une surface d ordre n, correspond .une « 
sera n fois par chaque point fondamental, a cause des » 3 
surface dordre » est rencontree par chacune des dr : 
plane est rencontree par une cubique quelconque deer ır les = 


123456, en ces points qui son jutvalents D» iIntersee \ 
aulres points correspondants a ceux dans lesquels ( 5 


plan. Done la courbe plane correspondante ä Ü ; 


11 | ‘> »ı. l 2 2, ») 
ei au venrft u» 7/. «) Er 
22. Soit u=2. Dans ce cas une sı 
} > ld courbe lane \ S 
j bi 
vi dit yuelie Ust dl VeHre ö > 


courbe eauche (tt est 
doubles 15 tee Sı 
dante [You la leoria geo ' 7 








/ ie @t CH eime I “ Sur eS SUTJACES ti TrFORSTIEMIK ordre. 


ie gauche (C,, du sixieme ordre et du qualrieme 


| x I r \ 7 In uf . ' . I« y II \ » . 
ee UCUA 1015 ( ct eS <c UTONES, ( a daqluelle coOf- 
# \ N" » “ | y Pa y “ .2 y] \ miIiSZE " any y. ‘ I sı1ı7 f . , fi » 
nr. une coul Diane du menie rure qui passe deux I0ls Pal 


Ps | IR ERDE Leile COUTDE eu ıvVOoIT quaire AaulIres POIMIS 


: . . . ' j N > 3 ur nu De n j 
SUTrIacct ıIaarıaqauce eu! DUCHET 4 en yuaıite poımıs, 
u i 
sans Y ai iTrpe a ı0 TSecI1lo] St iIecomnose en cpurDdDes 
i | 
& n S 1A Ssse BI \e oe de F;. par ex. 


se decomposera en deux parties, dont la deuxieme 
caucnet { AU CcınNnd uleme orure € du deuxieme 
)es que correspond a la conique 2496, la courbe (Ü,, cor- 
123456 (cest-a-dire,. passant denx fois par 7 

Ss} 22 { | quatrieme ordre Lelie courbe plane rencontre 
s es poınis londamenlaux conıique 23456 en trois points. les 
es 13456. en eUN | nis. Ies Iroites f2 ur I6 en un 


es Tes Gl es 23. ..:. ob en deux poinis: done la courbe eauche 


Si la surlace quadrique. au lieu de passer par b,. passe par une 
roite a,. on obtient une courbe plane 723°4°5°6° du 


rdre ou une courbe plane 23456" du sixieme ordre. qui 


roite de F, determine (sur cette surface) un svsteme 

rbes analogues a Ü..:; toutes les courbes dun svsteme rencontrent 
- eme droite Chaque courbe dun svsteme donne est de- 
r six points. car la courbe plane 723456 peut passer par 

& rDurTalrfes Dei X OUrTDes dun meme svsieme Se coupent 
IS; eu} urbes de svsiemes dlllerenis correspondants el deux 


ne se rel ntrent nas (qui se rencontrent) ont huit {neuf points 


» suriace QduUatutrIquue DasSse Dar VeUX droites ION situees dans 
mme b,. b.. elle coupera de nouveau F, suivant une 
sauche (,, du quatrieme ordre et du genre O, qui n’est pas 


rfaces du second ordre« En eflet. la quadrique donnee 


vsieme> Ge ‚enerairices TEClIIENES dont Jun est lorme par des 


TCEconirfec} I) eo: 7 . ii 1% « par des Uürvıle qui ne renconiren! 
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ni b, ni b,. Or, chaque generatrice du premier systeme rencı 
deux points sılues sır h, a /; „el par suite ( en un Don 
Iroisieme interseclion avec la surlace, \ı contraire 


autre svsieme renceonlrera F au dehors de 5b... b el 
points. Done. 1 va pa> une aulre quadrique As 
la courbe commune A deux surlaces du second ordre « 
a ‚optil; | ER On Een 
Ioule eeneralrice recelilıene de ch le surlace quadrıque 
elle - meme 73. 
A la eourbe sauche Ü,. corre pond, en E, une « 


x r Y. 2 ’ sm nr | 
les points I2. qul, avec les coniques correspondanles au 
j 


6 ı 8 4? 3 » . . 1) 1 
une eourbe FE’ HL5°6° du sixieme ordrı Na: dädı 

iA conique 12 avec ies lıenes correspondant: uXx drostes 
\ / yo - 2 ” ' I _ ’ 

j coupe 9. b, en trois points. IES dIX drolles Br 


e-; en deux points, et les dix droites @,. &. C;, € 
Les eing droites reslantes a;. ... 4%. €, ne sont pa 
De ce quil passe une (seule) conique par les points /2 
points queleonques du plan E, il suit que par trois points 
on peut decrire sur cette surface une (seule 
quatrieme ordre et genre OÖ. qui doive etre rencı 
par deux droites donnees (non situees dans un m& 
surface cubique **). 

Si l’on fait passer la surface quadrique par b, et ı 


ou par a, et b,. ou par a, ei c„. ou para, et m. on 


i 


- 


une courbe 2456 du troisieme ordre. ou ıne eourbe 2315 
ordre, ou une courbe 723456 du quatrieme ordre, ou un: 
du einquieme ordre. ou une courbe F2I3-H45°6: du sixiem 


correspondra loujours,. sur F,, une courbe analogue a ( 


125. Si la surface quadrique coupe F, suivan 
par ex. dans un plan passant par a,., les deux surfaces 
commun une courbe gauche (,, du quatrieme or 


_ 


venre, ul sera renconlree en deux points par toute di \ 


i 1] » x x 2 
} |,es tiıeoremes eNontes par Sy INER, ı DIVI S 
i L 
ete dad demontres geometriquement, avec plusieurs autres JR \ 
Annalı dı Matematıica, t. IV, D. EL. 
*) Deux coniques passant par /, 2 se coupent en deux N 
deux courbes du quatrıieme ordre et genre tracces s F 


ies mömes droites (b,,5b,), se coupent en deux points 








is { emonid. nemorre de oacomelrı pu e sur 188 surfaces du Irorsıome ordre. 


que; car celte droite. avant un point commun avec la conique. coupe 
surface eubique en deux auires points "out plan mene par la droite «, 


ne F, suivant une conique qui a qualre points communs avec C,,. dou il 





suil que par cette conique et par C,, on peut laire passer une surface du 
s rdre. Done. la courbe €,, est la base dun faisceau de quadriques. 
A C,, eorrespond. en E, une courbe 23456 du troisieme ordre (car 
ae a pour courbe correspondante une cubique 123456). Done, la 
gauche C,, ne renconire pas a,: elle rencontirera en deux points les dix 
tes b>. ur . 6, et en un seul point les seize reslantes. 
l,es dix droiles coupees deux fois par la courbe gauche sont rencon- 
es aussi par la droite unique qui ne rencontre pas la courbe. Done. F,; 
27 sysiemes de courbes (,,. les courbes dun meme systeme 
as renconirees par une meme droite. Qualre points determinen! 
urbe d un systeme donne. Deux courbes d’un meme Sy- 
sieme ont qualire points communs: deux courbes de systiemes dil- 
renis se coupeni en cing points. 


|on change la droite a,. on peut obtenir dautres courbes planes 
rdre superieur (mais toujours du genre 1) comme correspondantes a des 
126. La courbe diniersection de F, avec une surface quadrique peut 
iques gauches (',,. dont si lune correspond a une 

te quelconque 113. en E, l’autre correspondra a une courbe FILE 
du einquieme ordre. Lanalvse de ces courbes planes fait voir tout de suite 
| gauche (decrite sur F,) rencontre deux fois six 
ites. ne rencontre pas sıx autires droites et coupe enun point 
s dix restanies. Les deux groupes de six droites sont les size conjugues 


hle-six. e manlere que chaque double-six determine 


evsiemes « £ s de eubiques gauches, dans lesquels chaque 

tre deux Jjois les droites d un six. et ne rencontre pas les droites 

<]2 Deu» biques gauches. resultantes d une meme 

al nn (oujours a deux svsiemes con- 

gu reciproquemen! . et se rencontrent en cing points. Deux 
gauches n meme sysieme ont un seul point commun. 

77 Considerons mainlenant les courbes resultantes de lintersection 

ut re surlace J ı meme ordre (‚eneralement. cette inter- 


gauche du neuvieme ordre qui rencontrera 
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non Pr. | | I 
trois fois chacnne des 27 droite la eourbe planı ri 
meme ordre el pa> (’ Iro1l: [o1: par charge on I 

celte eourbe, ainsı que la courbe gaucl 


La courbe plane peut avoir dix autres points d 
surfaces cubiques peuvent se toucher a | 
que leur eourbe dintersecetion se paı e en 

Trois cubiques gauches forment linterseelion de J 
eubique. lorsque leurs courbes planes corres 


iene ES EL56° du neuvieme ordre: tell 


oauches correspondantes a une droilte quelcong i2 f 
12341506 du quatrieme ordre. 
Sous la meme condition. deux courbes sauches 
avec une droile peuvent former la eourbe commun« / > 
courbes gauches sont du genre U”), elles se « i 
contrent la droite. chacune deux fois. Si les deux courbes 
premier genre **), elles appartiennent a deux svstemes corresı 
droites situees dans un meme plan: la troisieme droits 
qui complete |intersection des deux surfaces ibiques Les 
gauches se coupent en six points. et chacune delles 
droite complementaire. Enfin. si des deux courbes gauches | u : 0 
0 et lautre du genre 1***), elles se coupent en sept 3 
complemenlaire renconire la premiere courbe en trois points 
seul point. 
Sous la meme condition. lintersection de F. et / . S 
courbe du quatrieme ordre, dune cubigq gauche «& 
deux droites. meme non situees dans un plan): mais nous ; : n 
on de nous arreter sur tous les cas possibles 
Supposons que F, et F, alent en commun la cı Q 2 
qui correspond a une courbe plane 4 23456 du qualriem dr s 
surlaces se couperont, en oulre, suivant une ur u 
Par ex. celles quı correspond 1dob° € 35 
lu quatrieme ordre; la droite tan! 
*#) Par ex. celles qu TrespoN lent & une « > 12.4 
125496 du yuatnieme ordre; la dı e com! ven IS 
#) Par ex. celles yuı correspot le \ leux 3 204 


quatrıöme ordre:s la droite complementarre es 
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ordre,. dont la ligne plane correspondante sera une courbe ZPFLFGH du 
einquieme ordre: done la deuxieme courbe gauche est du premier genre. Ainsi. 
deux courbes gauches (,, et (C,, peuvent former l’intersection de 
F, avec une autre surface cubique pourvu que les sysiemes 
I23.. 125.) auxquels elles appartiennent correspondent ä une 
meme droite: savoir,. a condition que la premiere courbe coupe en trois 
points la droite qui nest pas rencontree par lautre courbe. Les deux courbes 
oauches ont huit points communs. Mais une courbe (,, et une courbe 
(,, ne peuvent pas eire situdces ä la fois sur deux surfaces du 
troisieme ordre. 

Comme cas particulier du preeedent. l’intersection des surfaces F,. F. 
peul se composer dune courbe (Ü.,. dune cubique gauche et dune droite 
rencontree deux fois par chacune des courbes gauches. Celles-ci ont six points 
communs. 

125. Mais il v a lieu de considerer d’autres courbes gauches du ein- 
quieme ordre. differentes de C,,. En effet, si F} passe par une droite et 
par une cubique gauche. situces dans F,. lintersection sera completee par 
une courbe gauche du einquieme ordre. qui est (127.) du second genre en 
cas que la droite et la cubique gauche aient deux points communs. Mais, si 
la droite coupe une seule fois ou ne coupe pas la cubique gauche, on a des 
courbes gauches d’un genre inferieur. 

Le premier cas a lieu par ex. si la courbe plane du sixieme ordre 
correspondante a la complete intersection de F, et F} est composee de la 
conique 23456 (qui correspond a la droite b,). d’une courbe de quatrieme 
ordre [23456 (qui correspond A une cubique gauche appuyce a b, en un 
point) et dune ceubique /456: a celle-ci correspondra done une courbe 
sauche €,, du einquieme ordre et du premier genre, qui coupe la 
cubique gauche en neuf points et la droite en trois points. On obtient cette 
meme courbe Ü,,. lorsque les deux surfaces cubiques ont en commun une 
courbe €, ,: les deux courbes gauches ont alors dix points communs, et la 
premiere eourbe rencontre en OÖ, 1. 2. 3 points les memes droites que lautre 
coupe en 9. 2. 1. O points resp. 

On aura le dernier cas si par ex. la courbe plane du sixieme ordre 
se decompose dans les trois lignes suivantes: la conique 23456, qui cor- 


respond a Ja droite b,: une courbe L23456° du ceinquieme ordre, qui 


correspond a une cubique gauche n avant aucun point commun avec la droite 
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b,; et une conique passant par le point /, a laquelle correspondra par suite 
une courbe gauche (,, du einquieme ordre et du genre 0. Celte 
courbe coupe la cubique gauche en huit points, la droite b, en quatre points. 
les droites b,, .... Öd, en trois points, les droiles &3. .... C,, en deux points, 
les droites @,, Ci» ».., Cu en un seul point, et les autres droiles &. .... a 
en aueun point. 

De ces trois courbes gauches C;,, C,,, Ü,, du einquieme ordre ce n est 
que la premiere qui est situee sur une surface quadrique. Elle a quatre points 
doubles apparents (c’est-ä-dire que par un point arbitraire de l’espace on 
peut mener quatre droites a rencontrer la courbe deux fois),. au lieu que la 
deuxieme en a eing el la troisieme six. La Iroisieme, la plus simple de toules. 
est Ja seule qui admelte une droite qui la coupe en qualre points, 

129. Cette methode d’etudier sur le plan E les proprietes des courbes 
tracces sur F, est si @evidente et si facile, que nous nous bornerons desormais 
a enoncer des resultats. Ainsi. pour obtenir les courbes gauches du sixieme 
ordre qui font partie de lintersection de deux surfaces cubiques, il faudra 
considerer les cas suivanls: 

1°. Les surlaces F,. F} ont en commun une section plane: l’autre 
partie de lintersection est alors une courbe gauche (;, du sixieme 
ordre et du quatrieme genre. qui resulte aussi de la renconire de F, 
avec une surface quadrique \122.): 

2°. Les surfaces F,,. F} ont en commun une eubique gauche: elles se 
couperont aussi suivant une courbe gauche (,, du sixieme ordre et 


oauche et 


_ l 


du troisieme genre, qui a huit points communs avec la cubique 
coupe en 1. 2, 3 points les memes droites que la cubique rencontre en 2. 1. 0 
points resp. D’oü il suit que C,,. de meme que la cubique. correspond ä un 
cerlain double - six. 

3°. Les surfaces F,. F3 passent a la fois par une droite et une conique 
qui nont aucun poin! commun.  Lintersection est alors completce par une 
courbe 


Do. 


| \ | ı : 0 ) 
"aucie Cs: du sıxleme ordre el du sSseconuü venre. gu coupe 


1 ' ' l Ir ' l 7 » nf - | 
la conıque en SIX pomis oe la drortle donnee en qualre POImis. ı afınl ies Aulres 


droites i va®8. 9 8. | qui sont renconlrees en 3. 2. 1. O0 points resp. 


| ) les surlaces F.. F, ont en commun Iro!s droiles qui ne se coupen! 

i 
pas: elles se renconireront en oulre suivanl une courbe gauche (,, du 
sixieme ordre el du premier genre, qui coupe chacune des trois droites 


donnces en quatre points, etc 


’ r w f vr x ıry ' ’ i& 
.) ıriııas AU NM \ı\ \ iL3 12 
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De ces quatre courbes gauches du sixieme ordre, la premiere seule est 
situece sur une surface quadrique. Elles ont respeclivemeni six, sept. huit, 
neuf points doubles apparenls. 

La courbe (,, est celle que nous avons renconlree ailleurs (25. 78. 107 
comme lieu des sommels des cones quadriques dun reseau. La courbe plane 
eorrespondante peut eire une courbe generale du qualrieme ordre (passanl par 
les six points fondamentaux); d’ou il resulte que, comme par ex. cette courbe 
plane a 28 tangentes doubles et 24 langentes slalionnaires, de meme parmi 
les eubiques gauches qui coupent en deux points les droites de F, que © 
rencontre trois fois, il y en a 28 qui louchen! C,, en deux points, et 24 qui 
ont avec cette courbe un contact du second ordre. 

De meme que pour les cubiques gauches, chaque double-six de- 
termine deux systemes conjugues de courbes du sixieme ordre 
el troisieme genre. Deux courbes appartenanl a deux svsiemes conjugues 
ont vingt points communs el forment la complete interseelion de F, avec un: 
surface du qualrieme ordre. 

130. I va aussi une courbe gauche du sixieme ordre et du 
venre 0, mais elle n’est pas situce a la fois sur deux surlaces cubiques. On 
obtient cette courbe, en faisant passer une surface du quatrieme ordre par trois 
droites, comme b,, b,, b,. qui ne se coupent pas, el par une cubique gauche 
(correspondante a une courbe 1°2°3°456 du qualtrieme ordre) qui rencontre 
chacune de ces droites en un point. La courbe gauche resultante C,, cor- 
respond Aa une conique qui ne passe par aucun des points londamenlaux, ei 
coupe la eubique gauche en huit points. Des 27 droites de FB, il yena 
6. 6. 15 renconirees par C,, en 4, O0, 2 points resp. Cette courbe C,, a dix 
points doubles apparenis. 

131. De linterseclion des deux surfaces cubiques F,. F3 il ne peu! 
resulter plus que deux courbes gauches du septieme ordre (,, et (;,. 
et une seule courbe gauche du huitieme ordre (,-: on obtient ces 
eourbes en faisant passer F, par une conique, ou par deux droites qui ne se 
coupent pas, ou par une droite (de F,) resp. 

II y asur F,. 27 systemes de courbes analogues a Cs, chaque systeme 


correspondant a une droite de F,. Si le systeme est donne, la courbe esi 


döterminee par quatorze points. Deux courbes dun meme systeme ont ving! 


poinis communs. 
L’interseclion de F, avec des surfaces d’ordres superieurs donne d’aulres 
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courbes du 7°. 8°. 9. ... ordre. Par ex.. si par deux droiles qui ne se 
coupent pas et par une cubique gauche qui ne rencontre aucune de ces droiles. 
on fait passer une surface du quatrieme ordre, on a une courbe gauche 
C-, du septieme ordre ei du premier genre, qui coupe la cubique en 
onze points ei chacune des droites donnces en cing points. Si par trois 
droites qui ne se coupent pas et par une courbe €,, qui rencontre deux de 
ces droites en un point et ne rencontre pas la troisieme, on fait passer une 
surface du einquieme ordre, lintersection sera completee par une courbe 
sauche C,, du huitieme ordre et du premier genre, qui coupe Ü, , en 
seize points, les deux premieres droites en eing points et la troisieme en six. 
Enfin, on oblient une courbe gauche du neuvieme ordre el du premier 
senre, lorsque Fintersection de F. par une surface du sixieme ordre se de- 
compose en deux courbes du meme ordre:; ete. ele. 

132. On vient de voir qua une meme courbe sur F,. dont lordre 
et Je eenre soient donnes. correspondent en E des courbes planes d’ordres 
differents, mais toujours dun meme genre *). En nous bornant a considerer. 
pour chaque genre, la courbe plane de l'ordre le plus petit possible, nous 
pourrons donner le resume suivant: 

1°. A une droite en E correspond,. en F;,. une conique ou 
une cubique gauche, suivant que la droite passe ou ne passe pas 
par un des points fondamentaux. 

2°. A une conique en E correspond, en F,. une courbe 
gauche C,,. ou C,,,. ou (;,. suivant que la conique passe par 2,1, 0 
points fondamentaux. 

3°. A une cubique (generale) en E correspond,. en F,. une 
cubique plane (,,. ou une courbe gauche (,,, ou (,;,. ou (\,,. ou 
C,,. ou C,,, ou C,,. suivant que la cubique donnee passe par 6, >. 
4, 3. 2, 1. O points fondamentlaux. 


Kte. ete. 


133. Soit en general donnee, dans le plan E, une courbe d’ordre n, 
qui passe @,. @a, .... 0, fois par les points 7, 2,..., 6 resp. el qui est douce 
de d points doubles et % points de rebroussement, situes ailleurs. Lordre de 
la courbe gauche correspondante en F, sera evidemment In — Le, el son 


7 \ 


Teoria geom, delle superftcte, 74|. 
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eenre sera celui m&eme de la courbe plane, savoir 
I (n—1)(n—?2)-I>a(@a—1)— (d+M). 
Or, une courbe gauche d’ordre 3x— a, douce de d points doubles,. k re- 


broussements et A points doubles apparents, est du genre donne par la formule 


|3n— Za1) (In Za—2)—(h-+d-+h), 
done 
h = 4" In (Za--i) +1 (Fe +1)’ +18 —1 


Connaissanl. de celte maniere. l’ordre de la courbe pauche (designons-le par m) el 
les nombres des points doubles ellectils el apparents, on peut. d’apres les for- 
mules dues aM. Cayrey, caleuler les autres caracleristiques de la courbe; savoir 
lordre de la developpable osculatrice 
o=m(m—1)—-2(h+d)—-3k =n(n+3)—-Za(lce+1 2d-+9sk). 
la classe de cette developpable 
v=sm(m—2)—-b(hd)— sk = I(n’— Far 6d- Sk). 


- 


ı nombre des plans oseulateurs stalionnaires 
k+2(v— m) = 6bn(n—1)— 23a (de—1)— 3(Ad-+Ik), 
la elasse de la developpable bilaneenle 


y=h-+![(o—m)(o+m—Y)+d 


Ina —1)Rn+6)+1>a(Zac-+1)— 4[2d+3k+ >a(lae+1)]|2n+6n-9-2d-Sk-Ie?] 
+40. (Rd+3k+ Fa —T)+d, 
le nombre des plans qui touchent la courbe en trois peints 


t= !ı[(o—2)y—o(3v+m)+6r-+10(0-+m)], etc. etc. 

Reeiproquement, ces nombres expriment aussi des proprieles de la 
courbe plane donnee:; c’est-a-dire que dans le systeme des eubiques passanl 
par les six points #23456, il v en a © qui ont un contact du troisieme ordre 
avec la courbe donnee, et f qui louchent celte courbe en trois points distinets: 
que dans un reseau de ces cubiques, il y en ar qui ont un contact du second 
ordre avec la courbe donnce, et y qui la touchent en deux points distinels: 
et que dans un laisceau de ces memes cubiques. il y en a o qui sont lan- 
venles a la courbe donnee. 

Observons en oulre que la courbe plane donnde passe «,fois par le 


point fondamental v, coupe en 2» — (Fa —«,) points (dilferents des points fond.) 


la conique qui passe par les points fond. excepte r, et coupe en »—(«,-+«,) points 








(difförents des points fond.) la droite rs: 


rencontrera la droile «a 
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Chapitre neuvieme. 


Surfaces quadriques qui coupent une surface du troisieme ordre 
suivant des coniques. 


135. Deux coniques situdces dans une surface donnee F, du 
troisieme ordre et dans deux plans passant par deux droites (de 


la surface), qui, comme a,, b,, se coupent, ont toujours deux points 


communs: puisque la droite commune aux deux plans rencontre chaque co- 
nique en deux points, et d’ailleurs cette droite ne rencontre F, qwen deux 
points, oulre le point a,b,; ces deux points sont done communs aux deux co- 
niques. Et reeiproquement, si deux coniques (de la surface) ont deux points 
communs. la droite qui joint ces points. etant lintersection des plans des 
coniques, coupera la surface en un troisieme point qui sera commun aux deux 
droites de la surface, situces dans ces plans. 

Au contraire, deux coniques (de la surface) situees dans deux plans 
passant par deux droites qui, comme «,. a,, ne se coupen! pas. ont un seul 
point commun, ainsi quon a deja remarque (118.). Et deux coniques situees 
dans deux plans passant par une meme droite a,,. n’ont aucun point commun, 
car elles coupent a, suivant deux couples de points conjugues d’une cerlaine 
involution (109.). 

Par consequent, une droite de la surface, comme a,, rencontre en 
deux points toute conique situee dans un plan passant par a,. et en un seul 
point toute conique siluee dans un plan passant par une droite qui ne coupe 
pas a,: mais Ja meme droite a, ne rencontre pas les coniques dont les plans 
passen! par des droites appuy6es sur a,. 

136. Deux coniques (de F,) situees dans deux plans passant par a,. 
b,. resp., ayanl deux points communs, forment la base d’un faisceau de sur- 
faces quadriques, dont chacune coupera F, suivant une lroisieme conique siluce 
dans un plan passant par la droite e,, qui rencontre a, et b,*). Cette troisieme 
conique peut @ire choisie arbitrairement: car, la base du faisceau conlenan! 
qualre points de toute conique situce dans un plan passant par c,„. un aulre 


point queleonque de celle-ei suflit pour determiner la quadrique (du faisceau 


*) Les plans des trois coniques forment une surface eubique qui coupe F, suivant 


trols coniques et trois droites: les trois coniques dtant dans une surface quadrique, 
es troıs droites seront dans un plan (11. note). 
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qui passe par celle conique. Il y a done une (seule) surface quadrique 


qui passe par trois coniques situces dans trois plans menes arbi- 
trairement par a,, b,. C, resp. Reciproquement, si une surface quadrique 


rencontre F, suivant trois coniques, les plans de celles- ei couperont de nouveau 


F, suivant trois droites situees dans un m&me plan (11. xote). D’ou il resulte 
que trois couples quelconques de points conjugues des involulions, qui son! 
marquees sur d,. DB; C resp. par les coniques de la surface I09 Ä 
L? - m \ ‚| N ‚ " f . " 4 
iennent a une meme courbe du second ordre (qui nest pas silnee sur | 
y £. 9 ) | ‘ 1 r\ j* 

13%. Soient A, B deux plans bilangents de F,. menes Fun par a 

et Vautre par b,; par les deux coniques 1). (PB), contenues dans « plans. 


on pourra faire passer deux cones quadriques, dont les sommels seront sur | 


droite reciproque de linterseetion AB. par rapporl a une surface qus onqu 
du second ordre passant par (A, et (DB). Nous pouvons fixer arbitrairemen 
un plan Ü passanl par e,; el la surlace guadriqu IbU) passanl par 

niques (A). BD). (C) sullira pour delerminer la droile qui joint les sommet 


des deux cones. 

Si l’on fait tourner le plan D autour de b,, la quadriqu IBC) en 
oendrera un faisceau (AC). el la droite Ab produira. dans Ik pian A el autom 
du point a,b,, un autre laisceau projeclil au preceedent. Les droiles de « 
faisceau sont coupees par la droite AC en des points dont les plans polaires. 
par rapporl aux surlaces correspondantes du laisceau (AU), passen par une 
meme droite (la reeiproque de AU par rapport aux quadriques (AC)); el sem- 
blablement les plans polaires du point a,b,, par rapport aux quadriques (AO 
passen! par une m&me droite. Done les plans polaires des points a,b, et ABC, 
par rapport ala surface (ABC), si B est variable, engendreront deux faisceaux 
projeclifs, et par suite le lieu de la droite r&eeiproque de AD es! 
hyperboloide J,, dont les generalrices de lautre systeme son 
evidemment les droiles reciproques de AC par rapport ala qua 
drique (ABC), oü le plan © soil variable aulour de « l,es droiles 
AB, AC se coupent au point ABC; leurs reciproques seront par suile dans 
ie plan polaire de ce point par rapport a la surface (ABC). L’hyper- 
boloide J, est done | enveloppe du plan polaire du point ABO 
par rapportäla quadrique (ABC), ou A est fixe, Det variables. 

Un point queleonque de l’espace est lintersection de trois plans A, D, €, 
qui donnent une quadrique (ABC); et reciproquement, toute surlace (ADC 


determine un point de lespace. L hyperboloide J,estlenveloppe des 
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plans polaires des points du plan A par rapport aux surfaces 
ABC) qui correspondent ä ces points. 

Des que les droites reeiproques de AB, AC sont situees dans le plan 
polaire du point ABC par rapport a la quadrique (ABO), le point commun ä 
ces reciproques est le pole du plan A par rapport a la meme surface; I’hyper- 
boloide J, est done le lieu des poles du plan fixe A par rappor! 
aux quadriques (ABC). 

les suriaces (ABC) passent par la conique fixe (A), donc les plans 
polaires du point a,b, se coupent suivant la droite polaire de ce point par 
rapporl a la conique (A). D’ou il resulte que U'hyperboloide J, rencontre le 
plan A suivant la droite polaire du point a,b, par rapport a la conique \A). 
et analoguement suivant la droite polaire du point a,c,, par rapport a la 
meme conique. 

135. Designons par o le point b,e,: une droite quelconque ol est 
linterseclion de deux plans B, ©. Soient /, m, n les points conjugucs har- 
moniques de o par rapport aux couples de points dinterseclion des coniques (D). 
(C) avec les droites ol, b,. e,: les droites /m, In seront alors les polaires du 
point o par rapport a ces coniques, et par suile /mn sera le plan polaire de 
o par rapport aux quadriques du faisceau (BC). En oulre, si l’on mene par o 
dans le plan 5 une droite queleonque, qui coupera la conique (BD) et par suite 
la surface F, en deux points, le point conjugue harmonique de o, par rapporl 
a ces intersections, tombera sur /m; done /m et de me&me /» apparliennent a 
la quadrique 0, premiere polaire de o par rapport a F,; en d’aulres lermes. 
le plan /mn est tangent en / a celle quadrique polaire. D’ou il resulte que 
les plans polaires du pointo par rapport Aa toutes les quadriques 
ABC), quels que soient A, BD, C, enveloppent la quadrique po- 
laire de o. 

On se souvient que I'hyperboloide J, est lVenveloppe du plan polaire 
du point ABO par rapport aux quadriques ABC), A elant fixe: or, si le plan 
A vient coineider avec le plan tritangent a,b,c,, (dans lequel cas, la quadrique 

IRC) se reduit aux deux plans BD, ©), tous les points ABC tombent sur 0; 
done, I’hyperboloide J,, correspondant au plan A a,b,c;. n est 
autre que la quadrique O polaire de o. 

139. Si le plan /m» est mobile aulour d’un point fixe ö de l’espace, 


son enveloppe sera un cone eirconserit a la quadrique O; le point 2 deerira 


la conique de contact, el par suite le lieu de la droile o/ sera un cone qua- 
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car. ces droites elanl 


drique, qui passera loujours par les droites by. ce, 
situces sur (, les plans 2b,. ic, touchent cette surface, quel que soil i, en des 
poinis apparlenanl aux memes droites b,. €». 

Soit p le point ABC ou la droilte o/ rencontre un plan fixe A (passanl 
par a,). Si ol lourne autour de o, le plan polaire de p par ranport a Ja 
quadrique (ABEÜ) enveloppe Ihyperboloide J,. Or. comme les plans tangents 
de 0 correspondent projeelivement aux droites par o (au plan qui louche O0 
en / correspond la droite ol el inversemen!). de meme aux plans lanzenis de 
J, eorrespondroni projeclivement les droites par o, de la maniere suivante. 
Un plan langen! de Ji coupe A suivanl une droite,. dont le pole p par rappor!l 
A la conique A determine la droite correspondante oln Reeiproquement. une 
droite par 0 rencontre A en un point p: ei par la droite polaire de p, paı 
rapport a Ja conique (A), il passera (oulre A) un plan tangent de J,. qui es 
le plan correspondant a la droite menece par o. 

Les plans langents de J, qui passen! par le point ö enveloppent un 


| H ER un r „> , » l » 
ia polamre recıproque de celle €9- 


eone qui coupera A suivant une conique: 
nique, par rapport a la conique (A), est vue du point o suivant un cone qui 
passe par les droites b,. €. quel que soil i; a cause des deux plans menes 
par i el par les droites polaires des points a,b,. 4,6, par rapport ä la conique 
A) (137.). Ce cone et l’autre cone, forme par les droites ol correspondantes 


aux plans tangen!ts de O0 qui passent par i, se couperont suivant deux droites 


(outre b, et e,); e’est-a-dire que par un point quelcongue / passen! 
deux couples de plans correspondanls tangents A O el J,: ou Von 
dit correspondants deux plans qui correspondent a une meme droilte ol. 

Soit y la droite suivant laquelle se coupent deux plans tanzents cor- 
respondants de 0, J,. savoir les plans polaires des points o et ABU, par 
rapport a une meme surface (ABC): ou mieux. soit g la reeiproque de la 
droite BC par rapport a la surface (ABC), ou le plan A est donne arbitraire- 
ment. II resulte de ce qui precede, que les droites g correspondantes 
a toutes les couples possibles des plans BD, € (g est independante 
de A) forment un tel systeme que par un point arbitraire / de 
l'espace passent deux droites g. 

140. Proposons-nous maintenant de trouver les points de l’espace pour 
lesquels les deux droites g coineident. 

Si la droite o/ est tangente en / a la surface ceubique 7, et par suile 
a toute surface quadrique du faisceau (BO). le plan polaire de p par rapport 
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a celle quadrigque passera par /; donc, parmi les plans tangents de J, menes 
par /, il y en a un, dont la droite correspondante est olp. Placons le poin! 
i en Z. Les plans tangen!s menes du point o a la surface O passent par les 
deux generatrices Im, In et ont leurs points de contact sur celles-ci; les droites 
eorrespondantes issues de o forment done deux plans, olm et olm (savoir B ei 
C). Or, au cone de sommet /, eirconserit a J,, correspond un cone de som- 
mel o qui passe par ol, ainsi qu’on vient de le voir; done les deux droites qui. 
pour un point queleongque i, resultent de linterseclion des deux cones de somme! 
o 139.) se reduisent, dans ce cas, a la droite unique ol; c’est-a-dire que 
les points communs a F, el a GO sont tels que par chacun deux 
passe une seule droite g. 

i4f. Le point ö soil, en second lieu, le sommet d’un cone quadrique 


passanl par les coniques DB), ©). Comme le choix du plan A pour la de- 
terminalion de la droite y est arbitraire, on peut supposer que ce plan passe 
par ö. Alors, ö etant sur la droite reeiproque de DE (ou olp) par rapport ä 


toute quadrique du faisceau (BC), le plan polaire de o relalif a la quadrique 
ABC) passera par i; de plus, le meme plan polaire est tangent en / ala 
surface 0: done, il passe par < un plan tangent de O dont le point de contaec! 
est /, et par suite la droile correspondanle est olp. 

Analoguemenl. est silue dans les plans polaires de tous les points de 
ol par rapporl a la quadrique (ABC); c'est pourquoi les points i, p sont con- 
jugues relalivement a la conique (A). 

Quant a Uhyperboloide J,, ses plans tangents menes par ö coupent A 
suivani des droiles eroisces en i, dont les poles par rapport a la conique A 
se trouvent sur la polaire de i, qui est une droile passant par p. D’ou il sui! 
quau cone de sommel i eirconserit a O correspond un cone A de sommet o, 
passanl par ol; el au cone de sommet ? eirconserit a Ihvperboloide J, cor- 
vespond (outre le plan a,b,e,) un plan E passant par op et par la droite po- 
laire de ö, par rapporl a la conique (A. Or. on peut demonlrer que ce plan 
fi est langen! au cone Ä suivant op. 

En elfet. le plan qui passe par ’ et touche O en / conlient un groupe 
harmonique de qualre droites, savoir les droites Im, In, gencratrices de la sur- 
face. la droite /i generatrice du cone eirconserit (de sommet ö), et la droite 


/j tangente en / a la conique de contact (oü j soit la trace de celle droite 


sur le plan A). En projetant du point o sur le plan A ces quatre droites 
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harmoniques. on a les droites pa, e,i,j) *) qui formeront de möme un groupe 
harmonique. Mais d’un aulre eöte. la couple de plans BU, le cone BU) el 
la quadrique (ABU) apparliennent a un me&me faisceaun: done, la conique A 

doit passer par les quatre points oü les droites intersections du cone avee A 
reneontrent les droites AB et AU (savoir pn el pr) : cc esl pourquoi la droite 
polaire de i par rapport a la conique (A) est la conjuguce harmonique de pi, 
par rapport aux droites pw, pe: en dautres termes. la droite pj est la polaire 


de ö par rapport a la conique (A 


Done. le plan E est tangent au cone ÄK suivanl op: el par consequen! 
le point ö est tel qu il est situe sur une seule droite g 

142. La droite g, reeiproque de la droite BC par rapport a loute 
surface du faiseceau (DÜ). est siluee 137.) sur les hvperboloides J„ el 
Inversement. J, est le lieu de Ja droite reeiproque de BC (ou DB est fixe 
et Ü variable) par rappor! aux surlaces du faisceau (BU). et aussi le lieu de 
la droite reciproque de BA (ou BD est fixe et A variable) par rapport aus 
surfaces (BA). Et de meme pour Je. Or, on a demontre quil passe par 
tout point de l'espace deux droites g, reeiproques de BU, et analowuemen! 
deux droites reciproques de CA, et deux droites r&eeiproques de AB: done. 
par tout point de l’espace on peut faire passer deux hyperbo- 
loides J,. deux hvperboloides J, et deux hvperboloides J.. Et de 
ce qui precede il resulte que, si ö est le sommet d’un cone quadriqne coupanl 
F, en trois coniques (A). (D). (€), par @ il passe une seule droite reeiproque 
de 5C, et de meme une seule droite reeiproque de CA et une seule droite 
reeiproque de Ab: done par ö il passe un seul hyperboloide /,. un seul hvper- 


boloide J, et un seul hyperboloide J.. Cest-a-dire que le lieu des som- 
mets des cones quadriques qui coupent la surface eubique FF, sui- 
vant trois coniques (A), (B). (C) coincide avec | enveloppe des 


hvperboloides de chacune des trois series J,. Jr. Jı. Ce lieu 
V] f n 


passe par les trois courbes gauches (du quatrieme ordre) suivanı 
lesquelles F, est coupe&e par les quadriques polaires des poinls 
o, a, c (140. 

Vu que ce lien a la propriete que par chacun de ses points il passe 
une seule surface enveloppee de chaque serie, il siensuit que lenveloppe et 
'enveloppee se touchent partout oü elles se rencontrent. La courbe de con- 


ı a, e designent les points a,b,, a,c 


12° 
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tact est Vinterseclion de deux envelopp6des successives. et est par suite du qua- 
irieme ordre: done l’enveloppe est une surface du quatrieme ordre: 
Ies courbes de contact de deux enveloppees de la meme serie 
sont siluees sur une m&eme surface du second ordre: ete.*). 

143. Considerons maintenant le faisceau des surlaces quadriques S qui 
passen! par la courbe gauche du quatrieme ordre, interseclion de F, avec 0, 
premiere polaire de 0. Deux surfaces S couperoni de nouveau la surlace 
eubique suivant deux coniques: la droite commune aux plans de ces coniques. 
ayant qualre points communs avec F, (les qualre points ou celle droite ren- 
contre les deux coniques). sera siluee tout enliere dans cetle surface. Or. 
une des surlaces 5 est la quadrique O, pour laquelle la conique resullante es! 
la couple de droites b,. €»; et Ja droite ou le plan de celles-ci coupe de 
nouveau #, est a,: done, les surfaces S coupent F, suivant des coniques don! 
jes plans passent par la droile a,. Et reciproquemenl, tout plan A, mene par 
a,. rencontrera F, sulvan! une conique siiudce dans une surface S_, du faisceau 
quon considere. Les plans A et les quadriques S_, lorment evidemment deux 
alsceaux projeeliis, propres a engendrer la surface donncee F, (I11.). 

Les plans polaires du point o par rapporl aux quadriques S font un 
faisceau projeetif a celui de ces quadriques; le lieu des coniques de conlael 
des quadriques S avec les cones circonserits de sommel o sera done (112. 
une surface 3 du troisieme ordre, passani par la base du faisceau (S) et par 
les droites b,. €.» (qui formen! lintersection de O par le plan polaire cor- 
respondant). En oulre, la courbe-base du faisceau (S) sera lintersection de 
3 avee la premiere polaire de o par rapporl a ,. savoir avee la quadrique 
S 0) qui passe par 0; done les surfaces eubiques 3. F, se touchent sui- 
vant une courbe gauche du quatrieme ordre et se coupen! en deux droiles: 
c'est pourquoi elles se confondront en une seule et meme surface. ÜCest-ä- 
dire que toute quadrique S, coupe F, suivant une conique dont le 
plan A est le plan polaire du point o par rapport a S,: en dautres 
termes. la surface eubique F, est le lieu des courbes de contact entre les 
quadriques S et les cones eirconserits de sommet o. Il resulte diei que les 
sommels des qualre cones du faisceau 8 sont silues en F,. el que les plans 
tangenis a celte surface en ces quatre points son! des plans Irilangenis passanl 


par a. 


|Teoria geom. delle superficie, 47. 











Cremona, memoire de geomelrie pure sur les surfaces du troisiöme ordre, 101 






























I44. Si A et BD sont deux plans donnes (passant par a, el b, resp. 
les quadriques (AB lorment un faisceau auquel apparlient la couple des plans 
A, B. Le lieu des courbes de contact entre ces quadriques et les cones 
eirconserits de sommet o est. d’apres un Iheoreme general 112). une surface 


eubigqne; mais, pour la quadrique composee des plans A, B, on peul regarder 


- 


| 


a courbe de contact comme epanchee sur le plan 5; ce plan appartient done 
tout enlier a la surface cubique. Gest-ä-dire que celle-eci se reduira au 
plan BD et a une surface quadrique I, conlenant la coniqu {| et les eoniaues 


1°; 4 a a. les - 4 . in , E Enz ı u | . ı 
dinterseelion des surlaces in, avec les plans polalres de 0 


n ? ns .o ‘ “ ‘4 I AR » 4 ’ I > 3 I I 
) atlleurs. la base du laiseean ID doit etre la conurbe d Inierseelion 
et, » ı » L 5 > 2 [5} ’dı » Pr » 4 2 y8 I » 1 . j 
de la surlact CUDIOUG D> avVet la premiere polare de 0 par rapporl a c ( 
F . N lan nlair, ar ra z S 
surface. done A est le pian poinime de o par rapporr a — lien result 
N i 
. ıNn u“ \‘ co ‘ » les nn} y “ \ | 1 » | R z wa», N 
plus. ui er passt pal es »ommiei> des GeUX CONEesSs du laisceau iD el V es 
touchee pal deux plans. au Ion! partie du laiseceau des Dians POlaıre ie 0 e! 


(par suite) se coupent suivant une droile siluce dans le plan J 
Dapres cela, les surfaces I et S$, passent ensemble par la eoniqu 
N el on! { ’ li olaire d noini Or - ” a Z 
® l . poul piall poranft (ill U ii i). Pu; =] (u (il) ; on T “ 
> 
I) 


les points de eonlaet seront silues 


} 
i 


ies langentes a la conique 
ıls doivent appartenir a une quadrique quelconque du faisceau AP) et au plaı 
polaire de o, correspondant. Mais ces memes points apparliennent aussi a | 
eourbe de contact de F. avec le cone eirconserit de sommel 0, «& par suil 
a S,: done les quadriques I et 8, ne font quune seule el meme surfacı 
Cest-a-dire que 8, est le lieu des courbes de contact de toutes |ı 
quadriques (ABU (ou A est fixe) avec les cones eirconserils d 
sommet o: el par consequent 5. conlient ies sommels de tous les cones du 
systeme (ABO), oü A soit fixe. 

Si le plan A est domne, les sommels des cones IBC N sont done 
situes dans chacune des surfaces S, et J, 157. ); ainsi le lieu de ces 


sommels est la courbe & 


oauche du qualrieme ordre, inlersectic 
de ces deux quadriques. EI si l'oon fait varier A, le lieu de ce! 

courbe gauche. commune aux deux surlaces correspondanltes S 
et J,, sera la surface du quatrieme ordre (lieu complel des som- 
mets de tous les cones iIBÜ)). que BOUs AVONS deja IroOUVee comme EeNn- 
veloppe des hyperboloides J. Naturellement, la meme surface du qualrieme 


ordre est aussi le lien de la eourbe eauche du quatrieme ordre commune & 





} . , ‘ v in 
deux surlaces correspondanles Sp el Js. ou Sr ei Jr: S,„ el S, avant par 


!ı ı» 
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rapport aux points z, » el aux plans B, Ü la meme signification que 5, par 
rapport au point o et au plan A*). 

145. Üonsiderons de nouveau les trois droites a,. b,, e,, Situees dans 
un meme plan tritangent. Soient A, B deux plans passant par a,. b, resp. 
el coupant la surface F, suivant deux coniques tangentes a a,. 5b, aux points 
@, >. Les quadriques du faisceau (AB) reneontrent le plan a,b, suivant des 
eoniques ayant un double contact aux points @, 7: el reeiproquement. toute 
eonique touchee en «, 9 par les droites «,. b, sera la trace d’une surface du 
laisceau. Or, parmi ces coniques il v a la conique infiniment aplatie («/ 
iormee par la corde de contact estimde deux fois: dans le faisceau (AD) il 
v a done un cone tangent au plan a,b, suivant la droite 09. Cette droile 
renconlre ec, en un point ys en ce point. c„ sera tangenite a ce cone el. par 
suile, aussi a une conique situee simultanement en F,. dans le eone et dans 
un plan € (par e.). Done, les six points ou les droites a. b,. ©, 
Iouchent la courbe parabolique de F, (109.) sont distribnes. trois 
a lrois, sur qualtre droites qui sont les generatrices de contael 
du plan a,b,e, avec qualre cones quadriqueslesquels contiennentl. 
irois a lrois. les six coniques (%). (B),. (GE) tangentes aux droites 
,. b5. €. aux points susdils. Les deux points analogues a @ sont les 
elements doubles d'une involution, dans laquelle les points @,b,. a,c,, son! 
conjugues (109.); done les droites a,,. b,, ec, sont les diagonales du quadri- 
latere forme par les quatre droiles «y. 

II y a un second cone qui passe par les coniques \W, 3). ontre celui 
qui touche le plan «a,b, suivant «/5y. Les plans langenis communs aux deux 
coniques enveloppent ces deux cones:; le sommel du nouveau cone sera done 
le point commun aux lrois plans suivanis: le plan a,b,. le plan des droites 
Iangentes qu'on peut mener du point a,b, aux deux coniques (outre a,. b,). e: 
Ie plan des droites polaires de ce meme point par rapporl aux deux coniques. 

Reprösentons les qualre cones tangen!s au plan a,b, et les six coniques 
suivant lesquelles ils eoupent la surface F,, par la notalion suivante: 

R ABE), VENIE), AKEUBE, FEAPFE. 

Les cones 8. KW’ se coupent suivant la conique (A et, par suite, sui- 


vanl une aulre eonique (non sitnee en F,): ils auront done deux plans lan- 


eents communs. dont Fun est a,b,e,: lautre soil 7. Ce plan 7 est tangen! 


*) Chacun des 45 plans tritangents donne lieu A une surface analogue du 4* ordre. 
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aux eing coniques (A. BB. 6). :Dd. x. siluees en K. KR’: done, il sera 


taneent aussi aux cones N | 


Dt, Go qwualre cones N. a. 2, RT ont par 


eonsequent. deux plans tangenis communs, a,b,e, el a: don il resulte qu 


leurs sommels sont alienes sur une seule el meme droile (linter- 
seelion des plans a,b,;e, et 

146. Passons a considerer les eoniques (A), (BD). (C) qui se: deecom- 
posen! en lignes üroiles. 

Parmi les plans A il y en a qualre (oulre a,b,e,,) qui coupen! F 


suivani des couples de droites: et de meme pour les plans BD et Si nous 


considerons le plan A qui conlient les droites b,e,, et le plan B qui conlien 


(1,65, Jes eoniques (b,C 5). (Qa;C;,) doivenl se couper en deux points 1935.) sun 
la droite Ab; done 5b, renconlre e,. el ec, renconlre a,. Les plans b;« 


(,C, eouperont F, suivanl deux droites nouvelles, a, et b,. Or. des neul 


15 
} . \ z : j os } Tu. a 6: | Ä - 
droiles (a,b; Ca) PD, 6) a,b,C., ui resultent de | inlerseetion di f par Irol 
Aue n a lrois ab.e. d: le plan A. el lrois aulres abe, di ep! 

plans, ii y en a lrois a,b;c,, dans le plan A, et lrois aulres a,b.e,„ dans le pla 
B: done. les trois droites reslantes a,b,c,, seront dans un meme plan ( 

Il resulte diei que les 24 droites, siluces dans les 12 plans trilan: 


qui passent par a,. b,. C. (oulre a,b,c,,), sont aussi distribuces en 16 coup|. 
dl 


| 


| aulres plans trilaneen!s: chacune d 


e ces couples etant delermince par deu 
plans (tritangents) A et D choisis arbitrairement. Au moven de ces deux 
plans. est delermine aussi un plan correspondanl (©. 

Si nous concevons lrois plans A, D, C coupant F, suivant six droile: 


oulre a,. b;. C,) qui ne soienl pas placces dans une couple de plans. ce: 


six droiles apparliendron! 136., a un hvperboloide (ABC) du svsieme con 
sidere ci-dessus. Chacun des quatre plans A peul etre combine avee chacun 
des quatre plans B el avec chacun des quatre plans C; mais il faul excepte 
Ies 16 combinaisons qui donnent six droites placces sur deux plans: le s\ 
steme des quadriques (ABC) contient done 4.4.4— 16 IS hype 
boloides H, chacun desquels rencontre la surface eubique F, su! 
vant six droites. 

Des six droiles communes a F, et a un hyperboloide J/, trois appar- 
liennent a un me&me svsieme de gencralrices de celui-ei, et les trois restanles 


a laulre systeme *): on peut done, de six manicres dilferentes. distribuer ces 


*) Une surface enbique ne peut jamais contenir quatre droites dun Iivperboloide, 
dun m&me systeme de eeneration: car toute eeneratrice de Yautr Systeme auralt 
quatre points communs avec la surface cubique, et des lors serait situde entierement 
sur celle-ci. 
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droites en trois couples telles que les droites de chaque couple soient dans un 
plan. Chaque maniere donne trois plans contenant les six droiles et coupan! 
F, suivant trois droites nouvelles. qui seront dans un meme plan. car les six 
premieres droiles apparliennent a une surface du second ordre. Tout hyper- 
boloide #H Tait done parlie de six syslemes de quadriques. ana- 
logues a celui des surfaces ‘ABC) fourni par le plan a,b,C,,. Le nombre 
de ces sysiemes est 45. chaque systeme correspondant a un plan trilangent: 
done le nombre total des hyperboloides qui renconirent F, sui- 

48.45 u 
vant six droites esl - 2 360. 

147. Un hyperboloide H est determine par trois droiles (de F,) qui 
ne se renconlrent pas. Or, trois droites (de F;) qui ne se rencontrent pas 
sont eoupees par trois autres droites qui de meme ne s'entrecoupen! pas 116. 
ces six droites formeront done Yintersection de Het F,. Cest-a-dire que 
tout hyperboloide coupant F, suivantlrois droites qui ne se ren- 
eontrent pas. coupe la meme surface suivant trois autres droites. 

Il va done 2.360 groupes de trois droites (de F,) qui non! 
aucun point diinterseelion: ces groupes sont conjugues deux a 
deux: les droites d un groupe rencontrent les droites du groupe 
conjugue: et les six droites de deux groupes conjugues appar- 


tiennent a un seul et möme hvyperboloide. 


dhapitre dixieme. 
Proprietes diverses. 


148. Soient T, T’ deux plans tritangents (de la surface cubiqne F,) 
qui se rencontirent suivant une droite non placee sur F,:; et soient a,b,e,. 
a,b,c,, les droites de la surface comprises dans ces plans. Des que la droite 
TT’ coupe F, en trois points seulement. ces points seront communs aux couples 
de droites a,b,. b,C,. 4,6. Les plans a,b,. b,C,. a,c, rencontreront F, sui- 
van trois nouvelles droites e,;. a;. b, resp.. qui seront dans un meme plan. 


car de ces neuf droites resultantes de lintersection de F, avee trois plans, il 


ven a six placces sur deux aulres plans T, u 


“ 
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Ainsi les triangles ab,c;. ab,eo, en delerminent analre 


aulres. et les eötes de ces six trianeles sont les interseelions 
mutuelles de deux groupes de trois plans. c’est-ä-dire. des 
faces de deux !riedres,. que nous dirons conjugues. 

Deux plans tritangents queleonques, dont la droite d’interseetion ne 
soit pas siluee sur F,. peuvent servir de faces a un triedre: la troisicme face 
en resulte determinee. es trois plans contiennent neuf droiles qui se coupen! 
en neuf poinis communs a F, et aux areles du triedre. Ces memes neuf 
droites sont distribuees dans Irois aulres plans. qui forment le triedre conju 


On a deja vu (146.) quen considerant les trois droites a,b,e,, siluces 


dans un plan T'. les autres 24 droites de F, sont distribuces en 16 eoupl 


) 
1) 


de plans. Chaque couple forme avee T un triedre, c’est-a- dire que chagqı 


“ 


ryv 4 » .‘ u . ’ . 1 
plan l entre en 16 triedres Kt. vu que chaque triedre conlient Irois plans 
. N 1 ] | | er | 19.16 ‘) ' 
tritangepris. ie nompbre lolal des iriıedres sera 240. Ges Irieäre 

«) 


n no . « > I y . u ‘“ A » 1 034 » -- . 
sont econjugues deux ä deux: il v a done 120 couples de lriedres con- 


jugues. 
149. Les neul droites |a, 5, €, | sont plaeces. ainsi quon vient de le 
u © ©, 
d; b; er 
demonirer,. sur six plans tritangenis qui forment deux triedres conjugues. Par 
chacune de ces droites on peut faire passer trois aulres plans tritangents: il 
v.a done 27 plans, chacun desquels contient une des neuf droites et des lors 
deux aulres droites: cest-a-dire que les autres 18 droites sont distribuces, 


ww" 


deux a deux. dans ces 27 plans, de sorlte que ces plans passeroni "3 
IS 

fois par chacune des 18 droites. Il reste encore 45 — 6—27 = 12 plans. qui 

contiendront exciusivement ces 18 droiles. chacune deux fois. 

Or. chacune des trois droites a,. b,. C,,. Situces dans un meme plan. 
doit rencontrer (au dehors des droites de la matrice ei-dessus) six droites 
non coupees par les deux autres; done, les 185 droites sont renconirees par 
une ou par l’aulre des droites a,. bs. Cu. Et d’ailleurs, trois droiles. ainsi 
We qui ne se coupent pas. sonl rencontrees par les Irois memes 
droites; et pareillement a,. a,. a,. etc. Done. on peut distribuer les 18 
droites en deux matrices nouvelles |b, a, C|. | Ca € |. tellement que 

b. a. 6, C5 O5 6; 


b; Ad; C5' Co Cs C; 


U) 
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les droites d’une liene verlicale de la premiere malrice rencontrent les droites 
de la liene verlicale eorrespondante de la seconde matrice. et les droites d’une 
lione horizonlale de la premiere malrice rencontrent les droites de la liene 
verlieale correspondanle de la troisieme malrice. Alors il est aise de con- 
stater 1”. que les droites d’une ligne horizontale de la deuxieme matrice ren- 
coniren! les droites de la ligne horizontale correspondanle de la troisieme 
malriece; 2°. que les neui droites de chacune des deux dernieres malrices son! 
les intersections des faces de deux lriedres conjugues. 

Done, chaque couple de triedres conjugues determine deux 


en 
autres couples, de maniere que les trois couples eontiennen! 


(deux fois) toutes les 27 droites. Naturellement. le nombre de ces gronpes 
IE R ar ’ 120 
de lrois eouples de triedres conjugues est —— = 4. 

i .) 


150. Les 240 triedres ont 3.240 = 720 aretes k. et 240 sommets t. 
Chaque arele % rencontre la surface F, en trois poinls d, interseelions de 


couples de droites de la surface. On peut done dire que les 135 points d, 


sommels des 49 triangles formes par les 27 droites sur les plans 
tritaneents. sont distribues,. trois a trois. sur 720 droites k qui 
se coupent,. trois a lrois, en 240 points £. Les memes 1935 points 
sont allienes. dix a dix. sur les 27 droites de F;. 
Considerons le point d commun aux droites a,. b,. Par chacune de 
ces droites passen!, outre le plan a,b,. quatre autres plans tritangents et des 
lors 16 droites %. Tout point d est done situe sur 16 droites A 
Le plan a,b,e, coupe les quatre plans tritangents qui passent par b, 
(excepte a,b,), suivant quatre droites k, qui rencontreront -b, el ec, en huil 
points 07, 0”; dans chacune de ces qualre droites % concevons pris le point 
),, eonjugue harmonique de Ö relativement a dd”. Les quatre points A ap- 
partiendront a la droite polaire du point Öd par rapport a la conique composee 
des droites b,e,,; et ils apparliendront aussi a la quadrique polaire de Ö (par 
rapport a 7). Les 16 points 4, correspondants aux 16 droites 4 
issues de d, sont done distribues, quatre a qualre, sur quatre 
droites situees dans qualre plans passanl par a,. et des lors aussi 
sur qualre autres droites siluees dans quatre plans passant par 
b,;: et toutes ces huit droites sont des generatrices d’un seul el 


meme hyperboloide. qui est la quadrique polaire du point d. 


Cette quadrique passe evidemment par les droites a, et b.. 
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savoir 9+6= 19. Pour ce lieu,. les 12 points communs a (, et a la Hes- 
sienne sont doubles, car en chacun de ces points se rencontrent deux tangentes 
(suecessives) de Ü, et les tangenles correspondantes de !'enveloppe de la 9 
classe. Le lieu du 15° ordre coupera done €, en 3.15 —2.12 = 21 autres 
points. chacun desqueis est evidemment un point analogue aux points ıryz. Il 
sensuit que le plan & contient 21 droites analogues aux mr, my, mz: el des 
le lieu de ces droites sera une surface de l ordre 3.3+21=%. 
Ce lieu rencontre une droite quelconque @ en 30 points: d’ou il re- 
ve, si le point m parcourt la surface F,. a condition qu une 
des droiles ma, my, ms coupe la droite donnce G, le lieu de m est 
une courbe gauche du 30" ordre. 

Cette eourbe gauche, quelle que soit @, passe par les 135 
oinis d ol se coupent, deux a deux, les 27 droites de la surlace 
iondamentale. En ellel, si nous considerons le plan trilangent qui contien! 
les droites @,. Ds, Co, le plan polaire du point a,db, par rapport a la Hessienne 
passe par c,,”), et loule droite mence par ce point a couper ec, est une droite 
analoeue A mx. Or, le plan a,b,c,, rencontre une droite queleonque @, done 
la courbe gauche du 30" ordre, relative a cette droite, passe par le point a,b.. 
Consequemment la courbe gauche, dont il sagit, coupe en dix points chacune 


des 27 droites de F.. 


il rösulte de la que, si l’on represente la surface ceubique sur un plan. 
de la maniere qui a ele exposce ailleurs (119.),. la courbe plane qui re- 
presenlera la courbe gauche d’ordre 30, relative A @, sera de ce ineme 


ordre 30, ei passera dix fois par chacun des points fondamentaux,. en y tou- 


D5 


chant les lignes correspondantes aux droites b et ce de F,. Done (121.. 133. 
la courbe gauche est lintersection complete de F, par une sur- 
[ace du 10° ordre. 

Il ya done un nombre infini de surfaces du 10° ordre,. qui 
passent par les 135 points d. Le systeme complet de ces points 
est donne par lintersection de I’ une quelconque de ces surfaces 


avec les 27 droites de F;. 


*) Öela resulte du theor&me general (89.), et aussi de lobservation suivante. 
Les quatre inte rsections de la Hessienne avec la droite a, sont r@unies en deux points 
a. @ de contact, et par consequent le ventre harmoni que de ces quatre ınte en 


par rapport aı ı pole a,b,, coineide avec le point a,e,, conjugue ER % a,b, 
par rapport aux points a, @'. De meme pour la droite b,, done etc. 
































Cremona, memoire de geometrie pure sur les surfaces du troisieme ordre. 109 


154. Nous allons maintenant exposer une propriele de la seelion de 
la Hessienne par un plan quelconque E. 
Ce plan coupe la surface fondamentale F, suivant une cubique € 
. 


soit o un des poles de E. par rapport a F,. non situes sur E Des que le 


cone oC;, coupe F, suivant la courbe plane C,. il rencontrera celle meme sur- 
face suivanl une courbe gauche du sixieme ordre, placee sur une surface 
quadrique D, (11. note). La surface F, appartenant au faisceau delermine par 
le cone oC, et par le lieu compose EP,, la quadrique polaire dun point quel- 


I “ u ‘ » 22 »c sl ri » \ e * » 
,. passera paı linlerseelion du cone polaire oÜ,. relatil 


u 


conque i, relalive i 
au cone oC,, avec la quadrique polaire relative a E4,. Si est pris dans 
le plan E, la quadrique polaire de , relativement a Eob,, sera le systeme de 
deux plans. dont un est E, et l’autre &, est le plan polaire de ö par. rappor! 
a D,. Done la quadrique polaire de i, par rapport a F,. passera par les deux 
coniques dinterseclion du cone oU, avec les plans K el ip; ka premi re de 
ces coniques est evidemment C,, premiere polaire de i par rapport a O,: el 
l'autre conique sera une couple de droites, parce que le plan >, passe par 0 
Or. si le plan >, elail langent au cone oÜ,. la quadrıque polaire de i relalivemen! 
a F, serait un cone, et des lors ö appartiendrait a la Hessienne. Done, la 
courbe d intersecetion de la Hessienne avec le plan E est le lieu 
d’un point dont le plan polaire relatif a la quadrique PD, est 
tangent! a la conique polaire relative a la eubique Ü 

On demontre de la maniere suivanle que ce lieu est du quatrieme 
ordre. Les coniques polaires des points dune droite @ (en E) par rappor! 
a C,, et les droites polaires des m&mes points par rapport a la conique (EP 
forment deux faisceaux projectils,. qui engendrent une eubique passant par le 
pole de @, relatif a la conique (E,). Par ce pole on peut mener qualre 
tangentes a la cubique. done il y a quatre droites du deuxieme faisceau qui 
sont tangentes aux coniques correspondantes de lautre faisceau: c est pourquoi 


( contiendra quatre points du lieu. 


*) Le plan polaire de o par rapport au cone oÜ, @tant indetermind, 0 a le möıne 
plan polaire E par rapport A F, et au lieu compose E®P,. Le plan E est done le 
polaire de 0 par rapport A D,, et des lors le plan polaire d’un pomt quelconque de 


E. par rapport A cette meme quadrique, passera par 0. 
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Chapitre onzieme. 
Ulassihcation des surfaces du troisicme ordre, eu egard a la 


realite des vingt-sept droites. 


k . 


1959. On a demonlre que par les 27 droites d’une surface (eenerale) 


F, du troisieme ordre on peul faire passer 120 couples de triedres conjugues 
148... el que reeiproquement, si deux Iriedres conjugues el un point de Ja 
surlace sont donnes, Ja surface peut elre constrwite (110.). D’ou il resulte 
qu abstraclion falle de la rcalite des elements donnes ou cherches, il est possible 
d’oblenir une surface cubique quelconque, a laide de deux triedres. par le 


v 


or ‚ 1] N 
procede expose ailleurs (11 


| 0... Nous nous proposons maintenant d avoir egard 


rı f} 


a ja realiie ou non-realile des 27 droiles d une surlace eubique reelle. Cher- 


j 


chant ä former les deux Iriedres propres a eneendrer celle surface. nous serons 


nalurellemen! eonduits a la elassifiealion des surfaces cubiques (»cnerales) reelles 


1° 


(dapres la 


methode de M. ScnräÄrrı). 
Pour construire deux triedres conjugueös qui forment un ensemble reel. 


il sulfit de trouver /148.) deux plans irilaneenis T. T’. reels ou imapinaires 


conjugucs. qui se coupenl suivanl une droite (nöcessairement reelle) non situce 


sur Ja surface Les trois droites de la surface contenues en T ei les tlrois 


droites conlenues en T' se coupent. deux a deux. aux lrois poinis ol la droite 
Ti perce la surface, ei delerminent de celle maniere lrois plans III”. 
qui seront tous reels. ou bien Jun rcel et les deux aulres imaginaires con- 
jugucs,. ainsi que les trois points susdits. Chacun de ces plans I coupe la 
surface suivanl une aulre droite, el ces trois droiles nouvelles sont placdes 
dans un seul et meme plan reel T”. Alors. les ternes de plans TTT”. 
I22° Tormeront les triedres demandes. 

Or je dis que, la surface eiant supposce reelle, il est loujours possible 
de trouver deux plans tritangenis T, T’ qui salisfassent a la condilion prescrite. 
Ceia est evident quand les 27 droiles sont toules reelies; supposons done 
quil v ait des droites imaginaires, qui seronl necessairement conjugees deux 
a deux. 

Premieremenl, soienl a,. 5b, deux droiles imaginaires conjuguces situces 
dans un meme plan”). qui sera rcel, auquel cas passeron! par «a, qualre aulres 
plans, imaginaires, el par b, leurs conjugues. Deux plans conjugues (lun par 


*) Entendez toujours plan tritangent. 
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a, et lVautre par b,) salislont evidemment a la question: car la droite commune 


a ces plans ne peul pas elre siluce sur la surface: aulrement il v murail lrois 
droiles ceroisees en un meme point. qui serait double pour la surface 
Secondement, soient b,. b, deux droites imaginaires conineuces,. non siluees 


dans un meme plan: nu. u a Ei cing droites qui renecontren! 
celles-la. et qui formeront un ensemble rcel: cest pourquoi il v aura parmi 


* [3 [2 | I * „ ve. * “ 
celles-ci un nombre impair de droites reelles. Si ces eing droites sont ton! 


‚ ® ® 4 ) ? I . 
röelles, il passera au moins un plan reel par chacune delles: or, parmi ce: 
= ‚ n . u | 9’ . . N » . a 
eing plans röels, il est possible den choisir deux qui remplissen eondilion 
requise. Soil, en ellet, a,b,e,, le plan reel par a,; si le plan e.,c ou 
' 1 nnl vory| In} \ s haare) 
le plan e,e.,e, etail reel, on aurait deja les deux plans cherehes. Si an 


contraire le seul plan e,,C,4C,. par ©,,, etait reel, la droite e,, etant plaece sur 
deux plans reels serail reelle: done e-., est une droile reelle, el des lors le Dion 
a,b;c;, sera reel. Ainsi les plans a,b,c,. a;,b,e-, formeront la couple demandee. 
SS, parmi les eing droites qui rencontrent b,. b, il v en a deux imaginaires 
conjuguces dı. Co» les plans a,b;. b.e seron! ImMmaeinalrı " econjuou« Ss el sa 
couperont suivant une droite non siluece sur la surface 
Coneluons done que toute surlace (reelle. generale) du troisieme ordre 
peut eire eneendree A laide de deux Ilriedres, qui presenlent un des lrois cas 
suivanis: 1°. les triedres sont lormes par six plans reels: 2". un triedre esl 
completement reel, tandis que lautre est forme par un plan reel ei deux plans 
imaginaires conjugues; 3. chaque triedre a un plan reel et denx plans imaginaires 
conjugues. 
156. Premier cas. Les deux triedres elant lormes par six 
reels, ceux-ci se couperontl suivant neul droites reelles 
a da dt; 
SEE ie 7 
C); C;; Ci 
Uhyperboloide reel determine par les trois droiles b,. b,. b, coupera la surface 
cubique suivant trois autres droites (147.) a,. «;. a,;. qui seront toutes reelles, 
ou lune reelle et les deux aulres imaginaires conjuguces. Distinguons ces 
deux cas. 
a. Les droites «,. a,, a, sont reelles. Alors, les plans 
b,«a, b,a- ba, 
b,a, b,.a- b,a, 


b,a, b,a; b, a, 
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donneront neuf autres droites reelles 


el les plans 
EC; 034 C13 C35 Cı3C5 
Od; O4 4; C;- dt, Cy 
couperonl la surface suivant six aulres droites reelles 
Da 


Mir: ri 


) 


Dans ce cas. on a done 27 droiles reelles. 


b. Soit a, une droile reelle, et a,. a, imaginaires conjuguces. 


plans reels 
b,a- b,a- b,a- 
donnent lrois aulres droiles reelles 
Ba 
et les plans reels 
C3C35 d;C;; 
donnent deux aulres droiles reelles 
Ba 


les couples de plans imginaires conjugues 


ba; ba, 
b>a, b,a, 
b,a, b,a, 


donnent les couples de droites imaginaires conjuguees 


Cj4 Ci 
CC Cs 
C34 Ca6 


et les couples de plans imaginaires conjugues 
Fr er 


C3Cı4 C3C 


donnent deux autres couples de droites imaginaires conjuguees 


b, b, 





Les 


On.a done 15 droites reelles et 15 plans reels: 3 plans reels 
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par chaque droite reelle, et 3 droites r&elles dans chaque plan 


rsel. Deux droites imaginaires conjuguces ne se coupent pas. 
157. Deuxieme cas. Un triedre est tout a fait reel: l’autre a une 

face reelle, les deux autres etant imaginaires conjuguees. Les plans du premier 
triedre seront rencontres par la face reelle de l'autre suivant trois droites reelles 
Bi. Ai 

et par les faces imaginaires de ce m&me triedre suivant trois couples de droites 


jmaginaires conjuguees 


Di Gi 
B 
dl, Ca * 


Les hyperboloides, imaginaires conjugues, determines par les droites 
(bi b5» 3), (di. Co, a,) couperont la surface cubique suivant deux ternes de 
droites imaginaires (@a,.4;, A;), (Cs, Eis» Eis), conjuguees deux A deux, qui 
determinent trois plans a,C4> A;Cı;, A;Cys. Distinguons deux cas, suivant que 
ces trois plans sont tous reels, ou quun seul soit reel et les deux aulres ima- 
sinaires conjugues. 

a. Les trois plans sont reels, et par suite chacun deux contient deux 


droites conjuguees 


d; Cı4 
Üd- Ci; 
Um Cs 


Les couples de plans imaginaires conjuguees 


b,a, 633 014 
b, a; C33 dj; 
b,.a; Cd; 
b,a, &, Cu 
b, a; d, Cıs 
b,. a, ad, Cs 


fournissent les six couples de droites imaginaires conjuguees 


Ca Cs 
35 Co 
Co Cs 
CH 5, 
eu &% 
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situees dans six plans reels, dont les trois premiers passent par c,., et les 
Irois autres par q;. 





Ainsi, dans ce cas, nous avons3 droites reelles, et 13 plans 
reels, dont un contient les 3 droites reelles, et les autres 
passent, 4a 4, par les 3 m&emes droites. Deux droites imaginaires 
conjugudes sont toujours dans un m&me plan (reel). 


b. Les six droites imaginaires a,, a;, ... soient conjuguces de la 
maniere suivanle Cu 
d; Ci 
un Cs» 


d’ou il resulte que le plan a,c,, est reel, mais a,C,;,. @,;C, sont deux plans 


imaginaires conjugues. Alors, les couples de plans imaginaires conjugues 


b,a, E33 Cı4 
b,a, d, Cs 
b, a- C33, Cı6 
b,a- d, Cs 
b» d; C33 Cı5 
ba, d, Ci; 


donneront les six coupies de droites imaginaires conjuguces 


4 Cs 
4 b; 
65 Cy 
3 5 
Ci Co 
5 b; . 


dont les premieres deux seulement sont formees par des droites qui se coupent. 
en determinant les plans reels e,,C5, C;,b,, qui passent par C,,, «a, resp. 

Ce cas nous offre done 3 droites reelles et 7 plans reels. 
dont I un contient les 3 droites reelles, et les aulres passent. 
2 a2, par les m&emes droites. Parmi les droites imaginaires, il 
vab couples de droites conjuguces qui se coupent. et 6 couples 
de droites conjuguees qui ne se coupent pas. 

I5S. Troisieme cas. ÜChacun des deux triedres a une face reelle 


et deux laces Imaginaires conjuguees. La face reelle du premier triedre conpe 


les faces de lautre suivant une droite reelle 
b, 
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" et deux droites imaginaires conjuguees 
d; Ci. 
1s u 
.. Le plan reel du second triedre rencontre les faces imaginaires du premier suivan! 
deux droites imaginaires conjuguees 
F 6 6. 
\ Et les plans imaginaires des deux triedres sentrecoupent suivant deux couples 
ä de droites imaginaires conjuguees 
b, b; 
dı CC» 
oü les droites dune meme couple ne se rencontrent pas. 


L’hyperboloide reel determine par les droites b,, b,. b, coupera la 
surface ceubique suivant trois droites nouvelles a,. «a-. a,. ä propos desquelles 
il faut distinguer deux cas possibles. 

a. $8i les droites ; 

| Bi 
sont toutes reelles, les plans reels 
6, 5,0 ba, 
donneront trois autres droites reelles 
Cı4 Ci; Cie: 


Les plans imaginaires conjugues 


b,d; ba; 
b,a; b, a; 
b, a, b, 4, 


fournissent les trois couples de droites imaginaires conjuguees 


4 6% 
35 63 
Co  Cy6> 
et les plans imaginaires conjugues 
A, Cıa C33 614 
A, Cı5 C33 Cı5 
a, Cı6 C33 Ce 


donneront trois autres couples de droites imaginaires conjuguces 


bi Cs 
b; Ca 
b; 6%. 


On obtient ainsi 7 droites reelles et 5 plans reels. Ces 5 
5” 
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plans passent par une möme droite; il yen a3dontchacun con- 
tient 2 autres droites re&eelles, tandis que chacun des 2 autres 
plans contient 2 droites imaginaires conjuguees. Les droites 
imaginaires conjuguees des 8 autres couples ne se coupent pas. 
b. Si di, 

est une droite reelle, et A; 

deux droites imaginaires conjuguces, le plan reel b,a, donnera une troisieme 
droite reelle 


C4 
et les plans imaginaires conjugues 
b, a; b, &, 
b» a; b, a; 
b,d4, b,a; 
b,a, b,a, 


donneront les quatre couples de droites imaginaires conjuguees 


Cs; Ci 
65 CC 
Ch O3; 
C4 63 


Les plans imaginaires conjugues 


a, 614 633614 
4, Cı6 d33C;;5 
d,Cı5 E33 Co 
donnent enfin les trois couples de droites imaginaires conjuguces 
bi 6% 
b; Ci 
b; 6% 


On retombe ainsi sur un cas deja considere (deuxieme cas, b.). 

159. Nous pouvons conclure que la surface generale du troi- 
sieme ordre ne pr&esente que cing especes differentes, eu egard a 
la realite des 27 droites, savoir: 


1° espece — 27 droites et 45 plans reels 
° -. - DD - 15 - - 
9-1 - I - - 
4 - 93 - e % - 
00-98 - 13 - - 
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On peut demander, pour chaque espece, le nombre des double-six 


qui sont formes par deux six rcels ou imaginaires conjugues. En s’aidant du 


tableau donne ailleurs (117.),. on trouve sans peine ce qui suit. 


Premiere espece. — Tout est reel. 
Deuxieme espece. — Il y a 15 double-six reels, dont chaque six 


est reel et forme par 4 droites reelles et 2 droiies imaginaires conjuguees 
I ya un aulre double-six reel. dont les six sont imaeinaires conjugues 

Troisieme espece. — I y a 6 double-six reels. dont chaque six 
est reel et forme par 2 droites rcelles et 2 couples de droites imaginaires 
conjugudes. 1 y a 2 aulres double-six reels. chacun desquels a deux six 
imaginaires conjugues. 

Qualrieme espece. Il y aun seul double-six reel et forme paı 
deux six reels; chacun de ces six est l’ensemble de 3 couples de droites 
imaginaires conjuguces. II y a en oulre 3 double-six rcels, formes par des 
six Imaginaires conjugues. 

Cinquieme espece. — II n’y a pas de six reels; mais seulemen! 
12 double-six r&els, chacun etant une couple de six imaginaires conjugues 

160. Onavu (118.) quiune surface eubique peut, en general, etre en- 
gendree Aa l’aide de trois reseaux projeclifs de plans. Dans ce mode de genc- 
ration, on deduit les 27 droites des six points /, 2, 3, 4, 5, 6, ou un plan 
E est rencontr& par une certaine courbe gauche du sixieme ordre. En elfet. 
les 27 droites correspondent (114.) aux six points 

1, 2,93, 4, 5, 6, 
aux SIX coniques 
23456, 13456, 12456, 12356, 12346, 12345, 
et aux quinze droites 
23, 31, 12, 36, 64, 495, 
14, 15, 16, 24, 25, 26, 34, 35, 36. 
L’ensemble des trois reseaux &tant suppose reel, de m&me que le plan E, le 
sysieme des six points Z23456 sera rcel aussi; el par consequent, on pourra 
distiinguer les cas suivants: 

1°. Si les six points sont tous r@els, les 27 droites sont toutes reelles 
(premiere espece). 

2°. Si quatre points sont reels, et que les deux autres soient imagi- 
naires conjugues, on aura 4+4+6+1 = 15 droites r&elles; les autres son! 
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imaginaires et telles que deux conjuguces ne se rencontrent pas (deuxieme 
espece). 

3. Si deux points sont reels, et que les autres soient imaginaires 
conjugu6s par couples, on aura 2+2+1-+2=717 droites reelles; 2 couples de 
droites imaginaires conjuguees qui se coupent, et S couples de droites imagi- 
naires conjuguees qui ne se coupent pas (troisieme espece). 

4°. Si les six points sont tous imaginaires et conjugues par couples. 
n anra 1+1+1=3 droites recelles; 6 couples de droites imaginaires con- 
jiuguces qui se coupent, et 6 couples de droites imaginaires conjuguees qui 
ne se coupent pas (quatrieme espece). 

II n’est pas possible d’obtenir la einquieme espece par ce 
mode de generation: ce qui resulle aussi du remarque que, dans la cin- 
juieme espece, il ny a aucun six reel, tandis que la generation a l’aide de 
trois reseaux projectils (dont l’ensemble soit reel) nous mene a un double-six. 
les deux six duquel (formes par les droites qui correspondent aux six points 
el aux Six coniques) sont necessairement reels * 

Nous nous proposons maintenant de prouver que, si la generation par 
des reseaux projeclils ne peut donner que les quatre premieres especes. il \ 
a un autre mode de generation qui est propre a donner toutes les eing especes 
Pour cela, il faut que nous discutions d’abord les cas possibles fournis par 
interseelion de deux surfaces quadriques, qui ne se touchent en aucun point. 

161. Deux surfaces de second ordre, qui n’aient aucun point de contact. 
se coupent suivant une courbe gauche de quatrieme ordre, par laquelle passen! 
juatre cones quadriques; les sommets de ces cones sont aussi les sommets 
du telraedre conjugue commun A toutes les surfaces quadriques passant par 
la courbe gauche. Ces surfaces forment un faisceau: c’est-a-dire que par 
un point queleonque & de l'espace et par la courbe gauche passe une seule 


surface quadrique. Les deux generatrices rectilignes de cette surface, qui passen! 


*) 51 lon regarde une surface ceubique F, comme polaire mixte de deux plans 
E, E', par rapport A une surface fondamentale du m@me ordre (76.), on arrive A un 
double-six, dont les droites correspondent aux intersections des plans donnds avec deux 
vourbes gauches du 6* ordre, resp. Si les plans donn&s sont Imaginaires conjugues, 
il en est de m@me des deux six, et par consequent, il peut d’abord paraitre possible 
ee par ce moyen, la einquiöme espece aussi. Mais Fillusion s’@vanouit en con- 
sıderant que je droites homologues des deux ‚six, qui sont imaginaires conjugudes, 
ne se coupent pas: tandis que, dans la einquieme espece, deux droites imaginaires 
conjugudes sont toujours dans un m&me plan. 
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par x, sont les deux droites qu'on peut mener du point x ä couper deux fois 


Ne 
la courbe gauche. 
0 Tout cone passant par la courbe gauche et avant son sommet en un 
de point de la courbe est du troisieme ordre; ei par cons£equent, la perspeclive 
fi de la courbe gauche sur un plan, l'oeil etant plac& sur elle. est une courb: 
(senerale) du troisieme ordre. 
u. C'est des propricles de cette perspective plane qu'on deduit un grand 
.. nombre de proprietes de la courbe gauche de quatrieme ordre (el de premieı 
ui senre (125.)). Par ex., par un point queleonque de la eubique plane on peu! 
ui mener quatre droites langentes, et le rapport anharmonique de ces qualı 
”r droites est constant (rapport anharmonique de la cubique). Done, par tout 
n- droite appuyce a la eourbe oauche en deux points 00. On peul lui meneı 
rn quatre plans tangents. Si o est l'oeil et que l’on deplace 0’, le rapport anharmo 
x. nique de ces quatre plans reste invariable; et des lors il ne changera Das 
. o' est fixe et o variable; et consequemment, le m&eme rappori ne variera pa 
non plus de quelque maniere qu’on deplace la corde 00’. 1 resulte de la que 
en si l’'oeil parcourt la courbe gauche, le rapport anharmonique de la eubiqu 
. perspective se conserve constant. ÜÖn peut donner A ce nombre constant | 
z denomination de rapport anharmonique de la courbe gauche. 
= 162. On peut regarder une courbe gauche C, de quairieme ordre 
1t (premier genre) comme lintersection incomplete d’une surface S du second 
er ordre ei dun cone K du troisieme ordre, dont le sommet soil un point od. 
u C,. Les deux göneratrices de S qui passent par 0 coupent de nouveau la 
te courbe gauche; et des lors elles apparliennent aussi au cone K: dest-a-dire 
L quelles formeront, avec Ü,. lintersection complete des lieux 5 e! k. Le 
er plan de ces generatrices est tangent ä S au point o> il conlient done la droite 
” T tangente en ce point A (;: droite qui est aussi une generatrice du cone A 
u Le plan osceulateur a C, en o coupera la courbe en un autre point 0°: done 
ce möme plan touchera le cone K suivant T et le coupera suivant la droile 00 
L’oeil etant place en o, la perspective de Ü, est une eubique (base du 
ns cone K). Soitwla trace de T sur le plan du tableau; les droites tangentes d« 
E la cubique, issues de w, seront les Iraces des qualre plans tangents de €,. quon 
5, peut mener par T. Or, ces plans touchent la courbe gauche en deux points (domi 
= Fun est 0); done ils passeront resp. par les sommets des quatre cones qua- 
Ss, driques, sur lesquels C, est placee: car ces cones forment l’enveloppe com- 
es 


plete des plans bitangents de €,. Consequemment, le rapport anharmo- 
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nique des quatre plans qui touchent Ü, en un point quelconque et 
passent resp. par les sommets des quatre cones quadriques est 
egal au rapport anharmonique de la courbe gauche mäme; et des 
lors,. il est un nombre constant. 

163. Reeiproquemeut, une cubique plane donnee peut ätre regardee 
comme perspeclive d’une courbe gauche du quatrieme ordre (premier genre) 
passant par l'oeil 0. Soit »® un point quelcongue de la cubique plane; ei 
ju'une droite menee par ® coupe ceite courbe en deux autres points @,. @, 
Alors, le cone qui a le point o pour sommet et la cubique plane pour base. 
rencontrera une surlace quadrique mende arbitrairement par les droites ow,. 
0@,, suivant une courbe gauche du quatrieme ordre, touchee en o par la 
droite 0w. 


\ 


164. Si les deux surlaces quadriques (161.) sont reelles,. leur inter- 
section peut etre reelle ou imaginaire; et dans la premiere hypothese, ou elle 
consiste en un Zrait (Zug, Stück) unique; ou bien elle est l’ensemble de deux 
fraits associes qui nonl aucun point commun, pas meme ä distance infinie. 
Nous aurons a examiner ces lrois cas separ@ment. 

165. Si linterseclion C, de deux surlaces quadriques est une courbe 
monrogrammique (A un seul trait), sa perspective (l’oeil etant toujours place 
sur la courbe gauche) sera aussi d’un seul trait, c’est-a-dire quelle n’aura 
qu’une branche serpenline avec trois inllexions *). Or. on sait quune telle 
cubique plane a un rapport anharmonique imaginaire: en d’aulres termes, d’un 
point quelconque de la cubique on ne peut lui mener que deux tangenles rcelles. 
Done (162.). parmi les quatre plans tangents a C, en un point quelconque el 
passant resp. par les sommels des quatre cones quadriques (qui font partie 
du faisceau dont C, est la base) il ny en a que deux reels; c’est-äa-dire 
que des quatre cones deux seulement sont reels. 

De ce que la cubique perspective n’admet que deux tangentes reelles 
issues dun quelconque de ses points, il resulte en outre que par toute 
droite appuyee a Ü, en deux points reels, distinets ou coincidents, on 
peut mener a cette courbe deux plans tangents reels. et deux 
seulement. D’apres la loi de continuite, cette propriete subsistera aussi 
pour une droite appuyee a C, en deux points imaginaires conjugues. 

Le tetraedre conjugu&e a deux sommets reels, et des lors deux faces 


——— — 


En eonsiderant la continuit@ de la courbe comme non interrompue par les 
passages A linfini. 
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reelles: chaque face reelle contient un sommet reel. Done. chaque face reelle 


coupe C, en deux points reels: c’est-A-dire quelle coupe le cone quadrique. 
dont le sommet est silue sur celte face, suivant deux droiles. dont une ren- 
contre en deux points reels la section de llautre cone. 

Les cones reels de second ordre, qui passent par C,. constiluent la 
limite de separation entre les surfaces gauches et les surfaces non reelces du 
faisceau. dont Ü, est la base. Dans le cas actuel, il est aise de voir que la 
quadrique (du faisceau) passant par un point queleonque de lespace 
interieur ou exterieur a tous les deux cones reels. est sauche: 
au lieu que la quadrique passant par un point quelconque de 
l’espace interieur a | un des cones el exlerieur ä l’auire n'est 
pas reglee. 

166. Lintersection CO, soit maintenant une courbe digrammique (a deux 
traits),. auquel cas la cubique perspective sera composee d’une ovale *) et d’une 
branche serpenline avec trois inllexions. Soil & la trace, sur le tableau. de 
la droite qui touche €, au point o de l'oeil (163.): les tangentes mences par 
o» a Ja cubique seront les traces des quatre plans qui touchent Ü, en o el 
passent resp. par les sommets du tetraedre conjugue (162.). Or. les qualre 
tangentes de la cubique, issues de w, sont toutes imaginaires ou toutes reelles. 
selon que ce point appartient a l’ovale ou ä la branche serpentine: done. les 
sommets du tetraedre conjugue (savoir les sommels des quatre cones 
quadriques qui passent par Ö,) seront tous imaginaires ou tous reels. 
selon que la perspective du trait, sur lequel est place l’oeil, es! 
une ovale ou une branche serpentine. 

Il resulte de la que, si la courbe €, est donnce, la perspective du trail 
sur lequel on place l'oeil, quel que soit le trait choisi, sera toujours une ovale. 
ou toujours une branche serpentine. Nous avons done deux cas a dislinguer. 
suivant que le tetraedre conjugue est lout reel ou tout imaginaire. 

167. Si le tetraedre est tout imapinaire. cest-a-dire si w est un 
point de l'ovale, un plan queleonque mene par l'oeil coupera (€, en trois 
autres points (dont deux peuvent &tre imaginaires). les perspectives desquels 
ou appartiendront toutes a la branche serpentine, ou lune a cetle branche el 
les deux autres a l’ovale.e Done, si un plan rencontre (Ü, en quatre 
points reels, trois de ces points appartiendront a un meme trait: 


En appliquant cette d@nomination m&öme aux formes hyperboliques et parabo- 
liıques [d’apres M. Berraviris]. 
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et le quatrieme a J auire trait; et si un plan rencontre Ü, en 
deux points r&eels seulement,. ces deux points seront toujours l un 
sur un trail et l’autre sur l’autre trait. D’ou il suit qu'un plan langen! 
en un point coupe la courbe en deux autres points situes sur des trails dil- 
(erents: quun plan osculateur A un trait coupe lautre trait: et quilnya 
aueun plan rcel qui touche la courbe en deux points ou qui la rencontre en 
quatre points lous imaginaires ou tous coineidents. 

En outre. il resulle de ce qui a Ele remarque pour la cubique per- 
speclive, que par toute droite appuyee ä la courbe en deux points 
(reels ou imaginaires conjugues) d’un me&me trait il ne passe aucun plan 
r&cel tangenl ailleurs a la courbe; et que pär une droite appuyee 
aux deux trails on peul loujours faire passer quatre plans tan- 
sents reels. 

Quand un telraedre est conjugue A une surface quadrique, toute gene- 
ralrice de ceile-ei. rencontran! une arele du telraedre. renconire aussi l'arete 
opposee: et par suile la surface contient les quatre droites suivanl lesquelles 
senlrecoupent les qualre plans tangen!s menes par deux arcles opposces. Si 
le telraedre est forme (comme l'on suppose actuellement) par deux couples 
Je plans imaginaires eonjugues. il a neanmoins deux areles opposees reelles. 
dont chaeune est Vintersection de deux plans tangents de la surface. Or, ces 
plans sont reels. car ils doivent former un sysieme harmonique avec deux 
laces du lelraedre, lesquelles sont des plans imaginaires conjugues. Done les 
qualre droites dinterseclion des deux couples de plans tangentis sont reelles. 
el consequemment la surface est gauche. 

Ainsi. dans le cas acluel, toutes les quadriques passant par 
(', sont gauches; cest-a-dire que par tout point de l’espace on peut faire 
passer deux droites reelles qui rencontrent deux fois la courbe (lune au moins 
en des points reels). 

165. Supposons maintenant que notre courbe gauche ©, (digrammique) 
eorresponde A un telraedre conjugue tout reel, d’est-a-dire quelle soil situee 
sur qualre cones quadriques reels. Un plan mene arbitrairement par l’oeil 
coupera Ü, en trois aulres points (deux peuvent eire imaginaires). dont les 
perspeclives tomberont ou toutes trois sur la branche serpentine. ou bien l'une 
sur celte branche ei les deux aulres sur ovale. Done. si un plan ren- 


contre C, en quatre points reels, ceux-ci peuvent appartenir 


tous a un meme Lrait ou bien deux A |’un trait et deux a lautre: 
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et si un plan renconire Ja courbe en deux poinlis reels seule- 
ment. ceux-eci apparliennent loujours ä un meme trail. Don il 
resulle quun plan osculateur a un trait coupe ce möme lrait. 

De Lanalvse des qualre tangenles de la eubique perspeclive. issues 
d’un queleonque de ses poinls, on deduit en ouire que par loule droite 
appuvece ala courbe en deux points (reels ou imaeinaires coniueues 
d’un meme irail on peul faire passer quatre plans langentis. don! 
deux touchent un trailei deux l aulre: landis que par toute droite 
appuvce aux deux trails ilne passe aucun plan langen! rcel 

Uhaque face du lelraedre conjugue coupe la courbe €, en quatre 
sommelts dun quadrangle complet. dont les cöles opposes se rencontren! en 
trois points reels (sommels du telraedre): done ces qualre inlerseelions son! 
toutes reelles ou toutes imaginaires. Mais d’auire part. sı un triedre est con- 


riedre qui ne 'eneonlre »as 


} 
\ 


jugue a un cone quadrique. IH v a une face du 
lecone. Done, deux faces du telraedre coupent Ü, en qualre points 
rcels et les deux aultres en qualre points imaginaires. 

ll est aise de voir que la quadrique du faisceau. dont Ü, est la 
base, mence par un point quelconque de | espace inierieur ou ex- 
terieur a lous les quatre cones. ou bien de | espace inlerieur ä 
deux cones et exterieur aux deux aulres, esi une surface enuche: 
tandis que la quadrique passanl par un point interieur (exlerieur 
a un cone et exterieur (inlerieur) aux lrois aulres. est une sur- 
face non reglee. En outre, par un point queleonque de lespace interieu 
ou exterieur a tous les qualre cones. on peu! mener deux droites, donl chacun« 
est appuyce en deux points (reels ou imaginaires conjugues) a un meme lrail de 
C,: au lieu que par tout point exlerieur a deux cones el inierieur aux deux autres 
on peut mener deux droites, chacune desquelles coupe lun et laulre (rail 

169. Enfin, supposons que la courbe €, soil imaginaire: auquel cas 


+ 


tout plan reel coupe C, en qualre points imaginaires. sommels dun qua- 
drangle complet qui aura deux cötes reels; tandis que les aulres couples de 
cöles opposes n ont de reel que le point de concours. Al y a done, dans 
l'espace. un nombre infini de points par lesquels on peut mener deux droiles 
reelles A rencontrer en deux points (necessairement imaginaires conjugues 
la courbe: et il ya un nombre infini aussi de points par lesquels ces deux 
droiles sont imaginaires conjuguees:; c'est pourquoi il y aura une surlace reelle. 
lieu des points pour lesquels ces deux memes droites sont coincidentes. Or. 
IH * 
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ce lieu est en general forme par les quatre cones quadriques passant par (;: 
done, Jans le cas actuel, il y aura au moins deux cones reels. 

Le tetraedre conjugue est tout reel. En effet, si a est le 
sommel dun cone reel. le plan polaire de « (par rapport aux quadriques du 
[aisceau dont €, est la base) coupera €, suivant un quadrangle imaginaire, dont 
les couples de cötes opposes ont trois points de concours reels, b, ce, d. Or, 
abed est preeisement le telraedre conjugue. 

Puis. si l’on reflechit que chaque face du tetraedre coupe l’un des trois 
cones. dont elle contient les sommets, suivant deux droites rcelies,. et chacun 
des deux autres suivant deux droiles imaginaires (conjugues), et que des trois 
faces concourant au sommet d’un cone reel deux seules peuvent couper ce 
cone suivant des droites reelles; on reconnaitra que deux cones, seule- 
ment. sont reels; les deux autres,. tout en ayant leurs sommels reels, sont 
imaginaires. 

Les deux cones reels sont lolalement exterieurs Yun a lautre. Les 
surfaces (du faisceau dont (, est la base) qui passent par les points 
de Lespace exterieur a l’un et a l’autre cone sont gauches; au 
lieu que par les points interieurs a l’un des cones, il ne passe 
que des quadriques (du faisceau) non reglees. 

170. Ainsi, il y a trois especes differentes de la courbe 
gauche (generale) de quatrieme ordre et de premier genre. 
cest-a-dire: 

1" cas — Courbe reelle monogrammique: le teiraedre conjugue a deux 
sommels reels: il y a deux cones quadriques reels qui passent par la courbe. 

2" cas — Courbe reelle digrammique: le tetraedre n’a aucun sommel 
reel: il n’y a aucun cone reel. 

3 cas — Courbe reelle digrammique: le tetraedre a quatre sommels 
reels. qui donnent quatre cones reels aussi. 

En outre, lintersection de deux quadriques reelles (qui ne se touchen! 
en aucun point) presente un autre cas possible: 

4 cas — Courbe imaginaire: le tetraedre a quatre sommets rcels; 
mais il ny a que deux cones reels. 

I71. OQu’on revienne maintenant a la surface cubique generale F,, et 
quon remarque que dans toutes les cing especes qu'elle peut presenter (159.) 
il v a loujours trois droites reelles situees dans un meme plan: soient ces 


droites a, b, ec. La premiere polaire du point o, commun a b et c, est une 
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quadrique gauche qui ne passe pas seulement par les droites b, e; elle coupe 
F, aussi suivant une courbe gauche €, de quatrieme ordre (premier genre). 
lieu des points ou F, est touchee par des droites issues de o. Cette courbe 
gauche rencontre chacune des droites b, ce en deux points, qui sont evidemmen! 
les mömes ou cette droite touche deux coniques de la surface. 

La courbe C, est la base d’un faisceau de quadriques coupant F, suivanı 
des coniques, dont les plans passent par la droite a (143.): ainsi ces quadriques 
et les plans par a forment deux faisceaux projectifs propres ä engendrer la 
surface F,. Remarquons de plus (143. que les plans par a sont les polaires 
du point o par rapport aux quadriques correspondantes; d’ou il resulte que la 
surface eubique est completement determine par la courbe gauche (€, et par 
le point o. 

Les aulres 24 droites sont, deux a deux, situees dans les 12 plans 
tritangents qui passent par a, b, ec; parmi lesquels, les 4 plans par « sont de- 


termines par les sommets des 4 cones quadriques qui passent par Ü,:; et les 


autres sont les plans qu’on peut mener par b et e ä toucher ailleurs ©, (112.). 

A present, il faut demontrer qu’en choisissant la courbe €, et le point 
o d’une maniere convenable, on peut deduire toutes les eing especes des sur- 
faces cubiques, de ce mode de generation. 

172. Que la courbe C, soit reelle, digrammique et placee 
sur quatre cones quadriques rcels, et que le point o soil exterieur 
a tous les quatre cones: auquel cas (168.) non-seulement passent par o 
deux cordes reelles b, ce de C,, mais, en outre, les plans polaires de o se 
coupent suivant une droite a, qui rencontrera chaque cone en des points reels. 
D’ou il resulte que par a passent quatre plans tritangents (de F,) reels (les 
plans polaires de o par rapport aux quatre cones), chacun desquels contiendra 
(outre a) deux droites reelles. On peut ajouter (168.) que chacune des droites 
b, e coupera en deux points (reels ou non) un m@me trait de ©,; el que par 
chacune de ces droites on peut consequemment mener quatre plans tangents 
a la courbe gauche, et des lors tritangents a F,. Cela est propre et exclusif 
a la premiere espece des surfaces eubiques (156.); done chacun de ces huil 
plans tritangents par b ou par e conliendra deux autres droiles reelles. Ainsi 
la surface engendre6e aura 27 droites reelles. 

Reciproquement, on peut demontrer que le choix adopte pour (©, et pour 
le point o est necessaire afın que la surface engendree soit de la premiere 
espece. 











126 Cremona, memoire de geomelrie pure sur les surfaces du troisicme ordre. 


173. Si la courbe Ü, est de nouveau reelle, digerammique 
et placee sur qualre cones quadriques reels,. mais que le poin! 
o soit interieur a tous les quaire cones, nous aurons encore (168. 
quatre plans tritangents reels par chacune des droites a, b, e. Mais, comme 
dans ce cas la droite a (interseetion des plans polaires de 0) est enlieremen! 
exterieure a tous les cones, il en suil que chacun des qualre plans par cette 
droite. ne rencontrant pas le cone correspondant suivant des droites röeiles,. 
coupera F, suivanl deux droites imaginaires conjuguees. Üe resultat est propre 
et 'exelusif a la einquieme espece (157.): done chacun des huit plans par Ö 
ou par € contiendra aussi une couple de droiles imaginaires eonjugueces. Ainsi 
Ina surfaee engendree aura trois droites röelles et douze couples 
de droites imaginaires conjugueces qui se coupent. 

heeiproquement, on peut demontrer que pour engendrer une surface 
ubique de la einquieme espece, il faut choisir la courbe C, et le point o, de 
(a maniere que nous venons de faire. 

I74. Que la courbe gauche ÖÜ, soit encore reelle. dieram- 
mique ei placee sur quatre cones reels, et que le point o soi! 
pris dans | espace inlerieur a deux cones et exterieur aux deux 
autres: auquel cas la droite a rencontrera (en des points reels) les deux 
derniers cones seulement,. el chacune des droiles b, ce sera appuvee a lous 
les deux trails de ©,. D’ou il resulte (168. que par a passeront quatre plans 
(tritangents) reels,. dont deux seulement eouperont F, suivant d’autres droites 
reelles: et que par b et ce il ne passera aucun plan (tritangeni) reel. Cela 
est propre et exelusil a la troisieme espece: la surface engendree aura 
done sep! droitesreelles. deux couples de droites imaginaires con- 
juguces qui se coupent. et huil couples de droites imaginaires 
conijuguees qui ne se coupeni pas. 

I v a deux aulres manieres dobtenir la surface eubique de la troi- 
sieme espece: 1°. si C, est reelle, dierammique. sans aucun cone quadrique 
reel. le point o etant du reste tout a fait arbitraire: 2°. si Ü, est imaginaire. 
et que le point o soit exlerieur A tous les deux cones reels. 

175.  Soit C, une eourbe reelle, monogrammique, et que le point o 
soit exterieur a lous les deux cones quadriques r&els qui passent par la courbe: 
auquel cas (165. il y aura deux plans reels par a, chacun contenant deux 


autres droites reelles: et de meme il v anra deux plans rcels par chacune 


des droiles b et e. Lela est propre et exelusif a la deuxieme espece: d’oü 
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il resulte que chacun des quatre plans reels passant par b ou par e coupera 


F, suivant deux aulres droites rcelles. Ainsi la surface engendree aura 
quinze droites r&eelles ei six couples de droiles imaginaires con- 
juguees qui ne se coupent pas. 

Reeiproquement, on peut demontrer que le choix adopte pour €, et po 
le point o est necessaire afın d’obtenir une surface eubique de la deuxicme espece 


f 


176. En dernier lieu, supposons que la courbe ©, soil reelle mono- 
oerammique, ei que le point o soil inlerieur A tous les deux cones reels. Dans 
ce cas (169.), par chacune des droites a, b, e, ilne passe que deux plans reels 
et chacun des deux plans par a conliendra deux droiles imaginaires conjuruces 
Nous tombons ainsi sur la qualrieme espece; el par consequent chacun des 
plans reels par b ou e donnera aussi deux droites imaginaires conjuguces 
La surface eneendree aura done trois droites reelles. six couples 
de droites imaginaires econjugueces qui se coupenl, elsix couples 
de droiies imaginaires conjuguces qui ne se coupen! pas 

Et reeiproquement, alın d’obtenir une surface eubique de la qualriem« 
espece, ıl faut choisir la courbe €, et le point 0 de ja maniere que nous veno! 
d’indiquer. 

I7%. Dans tout ce qui precede, il est entendu quon veut prendr: 
pour base des operations un plan trilangent avec ltrois droites reelles: el 
nous avons demontre qu'il est possible d’engendrer toutes les einq 
especes de la surface eubique gencrale 

Mais si l’on voulait parlir d’un plan tritangent reel eontenant une seul 
droite reelle a et deux droites imaginaires conjuguces b el ec, il ne serait plus 
possible d’obtenir la premiere et la deuxieme espece, car ces especes nad- 
metlent aucune couple de droites imaginaires qui se coupen! \u contraire 
on peut construire les trois aulres especes. comme il suit: 


la troisieme espece, si C, est reelle et digrammique, avec qualre cones 
reels. et que le point o soit exterieur a trois cones et interieur a laulre: 

la quatrieme espece. si C, est reelle. monogrammique. et que le point 
o soit inlerieur A Yun des deux cones et exterieur a laulre: 

enfin, la einquieme espece, si Ü, est reelle et digrammique, avec quatre 
cones reels,. et que le point o soil interieur a trois cones el exlerieur au 
quairieme: ou bien si Ü, est imaginaire et que le point o soil interieur a Kun 
des deux cones reels (el exterieur A lautre), 
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Iyperboloide polaire de deux droites. . . 2... 
Gone polaire d’une droite. 
Surface polaire mixte de deux plans. 


Surtace polaire pure d’un plan. 


Chapitre sixieme. 
Propridtes de la surface Hessienne d’une surface fondamen- 
tale du troisieme ordre.. 
Plans tangents ä la Hessienne issus d’un point donne. 
Uone eireonserit & la Hessienne. 
) 


2. Nompbre des courbes gauches du quatri&me ordre, dans un reseau sur 


une quadrique, qui ont deux points doubles ou un rebroussement. 
lses dıx points doubles p de la Hessienne sont distribufs, trois & trois, sur 
les :dix droites = correspondanten. u 1.7.0, au 25 4 
Toute droite joignant deux points correspondants 00' de la Hessienne a 
la propriet@ que les plans polaires de ses points passent par une 
meme droite u'v, N | 
Point dinflexion de la courbe d’intersection de F, avec un plan stationnaire. 
Nombre des droites 00’ dans un plan donn&. 
Le plan polaire d’un point de F,, par rapport & la Hessienne, passe par les 
avec le plan tangent. 


points d’inflexion de la eubique intersection de F 


3 
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105. 
109. 
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IO8. 


110. 
111.11 
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Projectivit@ de deux espaces, ou A un point correspond un point et ä un 


... 
ei 
- 


117. 


118. Toute surface eubique peut @tre engendree par trois r&eseaux 


119. 
120. 





Les 27 


(scometrie des courbes tracdes sur F 


Courbes planes sur F.. 
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Nombre des droites «'v’ dans un plan donne. 


COTYTTEO: pondan! \ 
4 


un t@tra&dre dont les faces passent par a,b, ce, d 


Sı une droite coupe la Hessienne en abed, les points 


iorment resp. 
Propriet& des droites tanventes & la Hessienne 
prit c (CS droltes tangı N es iA A leSssIt nt i 


tt est oseulatenr A la Hessienne en ». 


Le cone polaire de la droite 

I,a Hessienne et le cone polaire de a ont les m@mes plans tangents suivan 
les trois droites ST, 71, ST, qui concourent en pP. 

le m&me cone coupe la Hessienne suivant une conique situde dans le 
polaire de p. 

Surface polaire du plan pa. 

Si une droite par p rencontre la Ilessienne en c, d, les points correspondants 


c. d' sont en lıene drolie avee p- 


les droites zz sont quatre A quatre, et les points p sont six A six dans 


eing plans. Le pentaedre de SYLVESTER. 

Les quadriques polaires des points de chacun des cing plans du pentaödre 
sont conjugudes au tetra&dre form par les autres quatre plans. 

Propriet@ des arötes et des diagonales du pentaedre. 

2. Figures correspondantes formdes par les droites et les plans par p. 

4. Cones cubiques qui correspondent A sol-m&mes et coupent la Hessienne 

suivant deux courbes planes. Involution des plans de ces courbes. 

Surface polaire dun plan passant par p. 

Autres propriet@s du pentatdre. Nouveau pentaedre. 

Droites polaires d’un plan par rapport aux cones quadriques dont les 
sommets sont dans ce plan. Axes des eylindres polaires. 

Plans qui coupent F, suivant des cubiques harmoniques ou dqui-anhar- 


moniques. 


Chapitre septieme. 
les vingt-sept droites d’une surface du troisieme ordre. 
Les 27 droites; 5 plans tritangents par chaque droite; involution; les 45 
plans tritangents. 
Generation de F, par deux triedres. 


2. (se@ncration par deux faisceaux projectifs. 


plan correspond une surface cubique. 
droites: notation; regle pour decider si deux droites se coupent 


ou non; les 49 plans. neh, re 


Les 36 double-six. 


projectifs. 


Chapitre huiticme. 
veprdsentation d’une surface du troisieme ordre sur un plan. 


+» 


er 


ab’ c'd! 
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146. 
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151. 
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Courbe dintersection de F, avec une surface d’ordre n. 

Courbe C54-. 

Courbe (;>». 

A a an ENTER ee, rer Sag 
Courbe (yı. 
Systömes de cubiques gauches sur F,.. . . . 2 2.2. 
Intersection de F, avec une autre surface cubique. 

Gourbes GC; , et Go. i 

Courbes O3, C62 et Caı- 

Courbe Go. 2 u ade ae 

Uourbes C;5; 074; Cs7; C7 1, Cs, Co 1. 

Courbes gauches de F, correspondantes aux droites, coniques et cubiques 


a I TE DT 


3. 134. Courbe gauche correspondante & une courbe plane quelconque. 


Chapitre neuvieme. 

Surfaces quadriques qui coupent une surface du troisieme 
ordre suivant des coniques. 

Points communs ä deux coniques sur F,. 

Si a, b, e sont trois droites dans un plan tritangent, trois coniques dont 
les plans A, D, C passent par a, b, c resp. sont sur une m@me surface 
auBärgne.. - le 

Hyperboloide Bu re en AT a re a N! 

Sı A est le plan tritangent abe, J4 est la premiere polaire du point be. 

Systeme des droites g. 


.141. Points oü les deux droites g coincident. . . 2 2 2.2. 


L’enveloppe de chacune des series d’hyperboloides Js, Js, Jc coincide 
avec le lieu des sommets des cones quadriques (ABC). . 

Faisceau des quadriques $ 4. a et Ba wege, 

Le lieu des sommets des cones (ABO) est aussi le lieu de la courbe d’inter- 
section des quadriques Ja, Sas etc... a go. 

les six coniques de F, tangentes aux trois droites a, b, c sont situdes sur 
quatre cones, dont les sommets sont en ligne droite. . 

Hyperboloides qui coupent F, suivant six droites. . . 

Ternes conjugudes de droites qui ne se coupent pas. 


Chapitre dixieme. 
BIO BR ee 
Zubereiten 


27 droites. 

Les sommets de deux triödres conjugu@s sont deux points correspondants 
EIER 7 a art, at Fon mia 

Proprietes des points Ö ol se coupent, deux ä& deux, les 27 droites. 


Ternes de triedres conjuguds qui contiennent toutes les 
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Les deux points ou la Hessienne est touchde par une droite de F, sont 


des points correspondants sur la Hessienne. 
Surfaces du dixieme ordre passant par les 135 points 6. 
Propriet@ de la section de la Hessienne par un plan quelconque. 


Chapitre onzieme. 

Classification des surfaces du troisiöme ordre, eu @egard ä la 
r&alıt@ des 27 droites. BEE a. 

On peut toujours engendrer une surface eubique reelle par deux triödres, 
chacun desquelles soit un ensemble r&el. 

Deux triedres forms par six plans rdels. 

Un triedre rdel; l’autre contenant deux plans imaginaires conjugues. 

Chaque triedre contenant deux plans imaginaires conjuguds. 

Les cing especes de la surface cubique g@ncrale. . 

La generation par trois reseaux projectifs ne donne que les quatre 
premicres especes. 

Courbe €,, intersection de deux quadriques. re 

Le rapport anharmonique de (, est celui des quatre plans qui touchent 
la courbe en un mä&me point quelconque et qui passent resp. par 
les sommets des quatre cones quadriques sur lesquels la courbe est 
placce. 

La cubique plane, perspective de (.. er 

Les trois cas de lintersection de deux quadriques qui ne se touchent pas. 

Courbe monogrammique. 

Courbe digrammique, t@tra&dre imaginaire 

Courbe digrammique, tetra&dre rdel. 

Intersection imaginaire. 

Les trois especes de (.. 

Generation de F, par deux faisceaux. 

La premiere esp£ce. 

La cinquieme esp£&ce. 

La troisieme espece. . . . . 

La deuxieme espece. 

La quatrieme esp£ce. 
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Ueber die Vertheilung der statischen Klektrieität in 
einem von zwei Kugelkalotten begrenzten Körper. 


(Von Herrn F. @. Mehler zu Danzig.) 


Da: Problem der Elektrieitätsvertheilung in einem von zwei sich 
nicht schneidenden Kugelllächen begrenzten Körper ist bekanntlich schon von 
Poisson für den besonderen Fall gelöst worden, dass der Körper aus zwei 
vollen Kugeln besteht und keine äusseren Kräfte auf ihn einwirken: seine all- 
oemeine und vollständige Lösung aber hat es durch eine im Jahre 1862 er- 
schienene Schrift des Herrn C. Neumann erhalten, deren Methoden und Haupt- 
resullale man auch in diesem Journal (Bd. 62, p- 35 — 49) angegeben findet. 
\leine Absicht ist es, den bisher, so viel ich weiss, noch unerledigten Fall 
in Betracht zu ziehen, wo die Grenzen des Körpers durch zwei sich schnei- 
dende Kueelflächen bestimmt sind. Jeden der vier eesonderten Räume. in 
welche zwei solche Flächen den ganzen unendlichen Raum theilen, wird man 
nach Belieben als die Elektrieität leitend oder nichi leitend vorausseizen können. 
Welche Anordnung man aber in dieser Beziehung auch treffen, und wo 
auch immer in dem nichtleitenden Raume der Sitz der vertheilend wirkenden 
elektrischen Massen sein möge, so sind doch alle daraus entspringenden Pro- 
bleme. nach dem jetzigen Stande der allgemeinen Theorie, als vollständig 
gelöst zu betrachten *). sobald man kennt: 

I. Die Dichtiekeit der elektrischen Schicht. welche durch einen elektri- 
schen Massenpunkt auf einem von zwei Kugelkalotten eingeschlossenen Körper 
hervorgerufen wird und gebunden bleibt, wenn dieser Körper mit einem un- 
endlich grossen Leiter in leitende Verbindung gebracht wird. 

ll. Die durch Influenz eines elektrischen Massenpunktes erzeugte Ver- 
(heilung in einem Leiter, der von innen durch zwei Kugelkalotten begrenzt. 
nach aussen hin unbegrenzt ist. 

Ill. Die Vertheilung einer gegebenen Elektricitäismenge auf einem 
isolirten Leiter der ersten Art. 

Bei der Behandlung dieser Aufgaben. von denen übrigens die dritte. 


Man vergleiche die beiden Aufsätze des Herrn Lipschitz ın Bd. 58, p. 1—53 


und 152 — 173 dieses Journals. 
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wie stels bei einem Leiter, der nur aus einem einzigen Stücke besteht, als 
ein Grenzfall der ersten angesehen werden kann, werde ich mich der Cvor- 
dinaten bedienen. welche Herr ©. Neumann seiner „Theorie der Klektrieitäts- 
und Wärme- Vertheilung in einem Ringe“ (Halle 1564) zu Grunde zeleot hal 
Die Integration der Diflerentialgleichung des Potentials wird zunächst mit HHülf: 
einer durch ein bestimmtes Integral definirten Transcendenten geschehen. welche 


hier dieselben Dienste leistet, wie die „Besselsche Funelion* für zwei sich 


Ä berührende und die Laplacesche Function P,(r) für zwei völlige geirennte 
| Kugelflächen; aber durch eine einfache Transformation wird es gelingen. das 
! Resultat von jener Transcendenten zu befreien und in die Form eines einfachen 


bestimmten Integrales zu bringen. das unter dem Inteeralzeichen nur noch 
Kreis- und Exponentialfunetionen enthält. In gewissen speciellen Fällen, zu 
denen auch das von Herrn Lipschitz in dem zweiten der vorhin eitirten Aul- 
sätze und auch in einer späteren Arbeit ”) behandelte „kreisförmie beerenzte 
Segment einer Kugellläche“* gehört, ist sogar dieses Integral selbst auf Elementar- 
funetionen zurückführbar. Wenn nun Herr ZLipschitz an dem letzieenannten 
| Orte ein Verfahren angegeben hat, welches geeignet ist, die eleklroslalische 
Ä | Vertheilung auch für eine beliebige Anzahl von ganz ausserhalb einandeı 
liegenden Kugelllächensegmenten zu bestimmen, und wenn man selbst annehmen 
will, dass dieses Verfahren auch für den Fall zweier Segamente mit gemein- 


| schaftlichem Rande zulässio sei. so ist doch zu beachten. dass eine wirkliche 


iR 
Durchführung desselben die Ausführung einer unendlichen Reihe von Integrationen 
erfordern würde, und daher eine directe Lösung nichts weniger als überflüssig 
gemacht wird. 

Noch muss ich bemerken, dass mittels des zuerst von Herrn W. Thomson 
aufgestellten Prineips der sphärischen Spiegelung, das ich indessen nur aus 
der von Herrn Lipschitz gegebenen Darstellung kenne. das Problem I. sich auch 
auf IN. zurückführen lässt: aber dieser Umstand konnte mich nicht hindern. 
den entgegengesetzten Weg einzuschlagen, weil die direete Lösung der ersten 


Aufgabe sich mit derselben Leichtigkeit, wie die der letzten, bewerkstelligen lässı 


| s1. 
Einführung der Coordinaten und der die Lösung vermittelnden Transcendenten. 
Der Mittelpunkt des Kreises A, welcher den gemeinschaftlichen Rand 
der beiden den Leiter begrenzenden Kugelkalotten bildet, werde zum Anfangs- 


*) Bd. 61, p. 1—21 dieses Journals. 
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punkt eines rechtwinkligen Coordinatensystems gewählt, und die Achse der x 
stehe senkrecht auf der Kreisebene. Man kann diese Ebene sich stets in 
horizontaler Lage und den positiven Theil der &- Achse nach oben gerichtet 
vorstellen. Die Ebene, welche durch irgend einen Punkt (x, y,z) und die 
x - Achse gelegt wird. schneidet den Rand in zwei Punkten, nach denen hin 
wir von (2,9. 3) aus Radienvectoren ziehen. Von den beiden Winkeln, welche 
diese Radienvectoren bilden, bezeichnen wir. Herrn ©. Neumann folgend, den 
hohlen oder den erhabenen durch w, je nachdem (x, y, 3) oberhalb oder unter- 
halb der y3- Ebene liegt; ferner durch e” das Verhältniss des grösseren Radius- 
vectors zum kleineren, und endlich durch % den Winkel. welchen die vom 
Anfangspunkt der Coordinalen nach dem Endpunkt des kleineren Radiusvectors 
vezogene (rerade mit der positiven Richtung der y-Achse bildet. Der Winkel y 
wird als zunehmend betrachtet werden im Sinne einer Drehung von der 
positiven y-Ächse nach der positiven z- Achse hin. Um alle Punkte des 
Raumes zu erschöpfen, muss man & und g von O bis 27 und 9 von O bis x 
variiren lassen, und je nachdem man entweder & oder y oder 9 einen con- 
stanten Werth beilegt, ist der Ort des Punktes (x, y, 3) entweder eine durch 
den Kreis X begrenzte Kugelkaloite oder eine durch die Achse der x be- 
orenzle Ebene, oder eine Ringfläche, entstanden durch Rotation eines Kreises, 
der auf der e- Achse zwei feste imaginaire Punkte im Abstande tay—1 vom 
Anfangspunkt hat, wenn a den Radius des Kreises K vorstellt. Der Zusammen- 
hang zwischen den ursprünglichen und den neuen Coordinaten wird durch die 


foleenden Formeln eegeben. in denen © die Bedeutung von y—1 hat: 
geg 1 g ) 














sin 

2 = d————, 

| COS MH — COS w 

' a sin#i COsp 

| y=— nn , 

\ Y ? COS Fi — (OS@W 

a smöisnp 
A GC M— cosw 


Für das Quadrat der Entfernung r des Punktes (x, y,z) von einem zweiten 


( 


Punkte (2,.Yı,3,) oder 9,.g,.©,) findet man: 


Yur°0 Dicosd,i+ sindisind,tcos(P — @,) — c08 (w—W, ) 


(cos — cos w) (cosF di — Cosw, ) 





(2.) = 


ee, SL. 





r “ ay2 P 
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h wird. wenn man zur Abkürzung setzt: 

| ee rer 

| ] SIMN—-COSW—=p, | COSı 7,2 —COSW, Pı» 
Yleosdicos’, - sın Fisin I, 2cos Y fi, cos(w — ww, :f. 


Aus dem Ausdrucke für r’ erhält man. indem man die beiden Punkte einander 
unendlich nahe rücken, d.h. 8 =xc-+dr, 9, =9+dY etc. werden lässt. das 
Quadrat des Linienelements: 

u. 4; u . a” a | 
(®.) de’ +dy'+dz° = — (d9— sin’ Sidp’+ dw). 

pP 

Vermittelst desselben wird die Differentialeleichung .?V =0 in die folvende 
transformirt: 


4 © kr oOV\ N o’V o sm OVN 
er our N ip‘ 09/7 p’sin#i 0’ ( 


5 J 0, 
oo N ıD  0oWw/ 
und diese nimmt durch die Substitution V = pU die wesentlich einfachere Ge- 


stalt an: 
" 1 o BR: | oU o’U 
Enthält U die Variablen 9 und g nur in der Verbindung: 
(6.)  cosWicos 9,8 sin Hsind,icos(y —gYı,) cos ni, 

wobei n steis reell ist und positiv genommen werden darf, so verwandelt sich 
die letzte Differentialgleichung in: 

ide | E73 BEN U. 

ee (sin I, )+: m Ü 0. 
und von dieser ist die Function 

P" = (cosyi — cos (wo, — w))” 

ein parlieuläres Integral. 

Unsere nächste Aufgabe wird nun darin bestehen, für P”’ eine unseren 
Zwecken entsprechende Darstellung durch eine Summe von Elementen zu fin- 
den, deren jedes für sich der Gleichung (7.) Genüge leistet und dabei in zwei 
Factoren zerfällt. von denen der eine nur von w,—w, der andere nur von », 
abhängt. Setzt man in der Gleichung 
DZ: 


Te u + COS nt — (OS wur —() 
() 


du 


Dr 


cosei statt #’ + cosri, so wird dieselbe leicht in die folgende Form gebracht: 











».n k N) . & 1 / ir 14 * 
P- 1 / cotz (w, —() ea ( FACH 0) | 147) de 
zmi “ Ycos a — cosmt 
[ 
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Aber bekamntlich ist, wenn &,—w zwischen O und 2z liegt: 











1 a ea | 
RR 4 | Br (W, —-W—ai) mr 7, (Wi) 
cotl(w -—w—ai) = — — dt 
v0) 
oder wenn man t= e"""" setzt: 

. O£ . \ | . . 
" i sın(z— (0 — W)—+ ai)ui 

cotl!(w, —w—ai) = 2 / ( ( F —i E du. 

o z sın use 
( 


Von dieser Gleichung ist die durch Verwandlung von « in —« daraus her- 
vorgehende zu subtrahiren und das Resultat in den letzten Ausdruck von P”' 
zu subslituiren. Kehrt man alsdann die Reihenfolge der Integrationen um und 
bezeichnet durch J,(n7) die Transcendente: 


BG 


2; = sın ua de 
u, ; J, \ 7 ) zu $ = . ee 


a eosat— cos nt 
d 








so wird P”', unter der Voraussetzung, das 0 <w,—w<Z27, durch das fol- 


sende bestimmte Integral dargestellt: 
«T 


9. Pr / cos(r — (m, — w))wiJ,(n) du. 


0) 


Wenn man in der soeben erhaltenen Gleichung statt &,—w eine complexe 
yariable w-+ 4 einführt und 2e”“"F(n, u) statt J,(n) schreibt, so nimmt ihre 
rechte Seite die Form an: 


»L. R J 
(+4 | po -Ra-v—i)u\ D/ 
F; e ‚ e £ 2 e .. Ns de du, 


0 
und die Function Fr, «) bleibt zufolge (8°.) für jedes endliche « endlich und 
nimmt auch für «=x sicher keinen unendlich grossen Werth an. Das Integral 
behält also, wenn ı zwischen O und 27 gewählt wird, stels einen bestimmten 
Sinn und ist olfenbar eine eindeutige und stetige Function von +4. Eben- 
dasselbe gilt von der linken Seite von (9.). wenn ihr reeller Theil stets mit 
einerlei Vorzeichen genommen wird, und zwar mit dem positiven, weil dieses 
für =0 Geltung hat. Deshalb ist die Substitution 8, —w= w--J4i in (9. 
für jedes reelle A gestattet, wenn die Bedingung 0 < vw <Z 27 festgehalten und 
das Vorzeichen der Wurzelgrösse in der angegebenen Weise bestimmt wird. 


und folelich ist auch: 
«LS 
10. / cos (7 — ıy) uicosku J,(n) du = 48 (cosmi— cos (w—+ rhi))®, 


0 


wenn die Summe auf der rechten Seite sich auf die beiden Werthe "= 1 und 


r—— 1] bezieht. Ein genaueres Eingehen auf das Verhalten von J,(n) für 
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ein unendlich grosses « würde zeigen, dass man in (10. sovar w — 0 oder 
— 27 nehmen darf, wenn 7 nicht =O und 2° nieht — » ist, dass also 


Ä 


«W 
[ cosAu.cosrui), (n)du = (cosnmi— coski) (für O ji 2\ 
ö ’ \ 1)J 
0 Po A \ 
= 0 (lür n<A< oo), 


und die Vergleichung der linken Seite dieser Gleichung mit der Darstellune. 


welche für die rechte Seite durch Anwendung des Fourierschen Satzes ve- 


/ 


wonnen wird, würde für J,(n7) den neuen Ausdruck ereeben: 
; ’ 2 " :osua de | 
5 j d. Y ß P BER . f as du Äh Ü& } () 
2 ncosuni J 
(0) 


| cos Pt — cosat 
Wir wollen den strengen Beweis dieser Formel aber lieber auf einem anderen 
Wege führen. auf dem wir auch noch andere bemerkenswerthe Ausdrücke 
für J 
und liefert: 


„(n) gewinnen werden. Die Gleichung (10.) ist sicher eültie für 


«TFT. 
(cosni+ cos ki I — / cosiu J, 1 \dı, 
1) 


so dass zufolge des Fourierschen Satzes: 


I, 1 e er dv 
J.\N) > 5 — 


yecosni -cosvi 


® 


T. 
Bringt man dies, Integral in die Form: 
var“ zu d 
Jn, er ‚ er ; 9 
sah Yi-+23cosmi +2’ 


ersetzt den reciproken Werth der Quadratwurzel durch das bestimmte Integral 
1 n di 


Tı 3-4 GOS ni + tsın nicost 
0) 


und wendet. nach Umkehrung der Integrationsfolge. die Substitulion 
3 = (cosnmi-+isinnicost)z' 

an. so wird die Integration nach 3° ausführbar, und man erhält: 

Y2 


"7% 
/ . . . \vi—! 
f (cosri4-isinnicost)" dt. 
ncosuni. | 


() 








ee) 2 => 
Durch die Substitution cos +:isinnicost= e“, welche nur für 7 = (0 unstalt- 
haft ist. erweist sich dieser Ausdruck als identisch mit dem in (8°.) befind- 
lichen, dessen Gültigkeit somit ebenfalls bewiesen ist. 
Aus dem in (8°.) enthaltenen Ausdrucke der Function J,(n) ergiebt 
sich am leichtesten. dass dieselbe der Differentialgleichung 
9% 
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| 1 oO / N 9 
11.) . Dh. rg sin 272 BET 4 +4)J.(N) = 0. 


sın pt © 7 
und folglich jedes Element des Integrales in (9.) der Gleichung (7.). Genüge 
leistel. ferner dass sie nebst ihren sämmtlichen nach cosri genommenen Dif- 
ferentialquolienten bis 7 = 0 inclusive stetig bleibt, und endlich, dass sie sich 
in eine nach Potenzen der positiven Grösse k = }(cosri—1) fortschreitende. 
jedoch nur von h=0 bis h=1 convergente Reihe entwickeln lässt: 


y2 a OLG Ze a IC LE | 











I(vı) = — u — lt Sn 
a vos uni 2. eu 


Hieraus lässt sich der enge Zusammenhang der Transcendenten J,{r,) sowohl 
mit der EN Funetion J(x) als auch der Laplaceschen P, cos®) sofor! 
erkennen. Nimmt man nämlich « unendlich gross und h unendlich klein, je- 
doch so. dass 4uh einen endlichen Werth x’ behält, so geht die in der Klammer 
befindliche Reihe über in J(xr) : setzt man dagegen Zı«—1=?r und h=—sin’}H 
(d.h. »ö= 6). so verwandelt sie sich in die von Dirichlet gegebene. nach 


Polenzen von sin 46 fortschreitende Entwicklung von P,(cos®,. 


$.2 
Das Potential der durch einen Massenpunkt erzeugten Vertheilung, dargestellt 
mit Hültfe der Transcendenten J,( 


Die Gleichungen der den Leiter begrenzenden Kalotten seien = y 
) 


und =, und es sei „<{P, so dass, wenn y 


selzung über das Intervall von @ entsprechend. beide zwischen O0 und 27 


und 5, der bisherigen Fest- 


oewählt werden. die zweite Kalolte stets unterhalb der ersten liegt. Die Be- 
dingung dafür. dass ein Punkt (9, y,c) innerhalb des Leiters liege. wird 
durch die Ungleichheit „7<Z © <Z/P ausgedrückt. und der Punkt liegt ausser- 
halb desselben. wenn & entweder zwischen 5 und 27 oder zwischen O0 und 
y enthalten ist. Hiernach müsste die Variable & beim Durchgange des Punktes 
durch das Unendliche oder den den Rand umgebenden Theil der yz-Ebene 
plötzlich von einem der Werthe 27 und O auf den andern überspringen; allein 
diese Unstetigkeit. welche in der Rechnung zu sehr lästigen Unterscheidungen 
Veranlassung geben würde. lässt sich vermeiden. wenn man den Winkel w. 
der nach (1.) nur bis auf ein beliebiges zu addirendes Multiplum von 2 als 
Function der rechtwinkligen Coordinaten bestimmt ist, nachdem er den Werth 
277 erreicht hat, von da sich continuirlich bis 27-+y ändern lässt. so dass 


für Punkte ausserhalb des Leiters die eine Ungleichheit % <o <27+y be- 








e 


| 


j 
h 
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steht. Jetzt steht auch nichts im Wege, der Constanten 7 einen Werth zu er- 


theilen, der > 2n aber <Rrn-+y ist. und in diesem Falle besitzt der Leiter 


Pr 


unendlich grosse Dimensionen, während der nichtleitende Raum von der Kaloltle 
y und der jetzt oberhalb dieser befindlichen Kalotte 5 vollständie einzeschlossen 
wird. Dadurch wird es möglich, die in der Einleitung aufgestellten Probleme | 
und 11. gleichzeitig zu behandeln; es werden sich nämlich die nachfolgenden 
Entwicklungen auf das erste oder zweite beziehen. je nachdem 3 zwischen 
y und 27 oder zwischen 27 und 27-+7 liegt. Wir selzen also ein für allı 


Mal fest, dass: 


9) . IL, 7 7 „Il /> 

ferner dass für ausserhalb des Leiters »eelevene Punkte: 
) ’ N) < > As 
12. [? —__ DS In ] /: 


und endlich nehmen wir für Punkte in der leitenden Substanz. je nachdem 
das Eine oder das Andere vortheilhafter ist: 
13.) v<w<Z£P oder ?n-+y u 2n-+ß. 

Die Coordinaten des erregenden Punktes. in welchem man sich die Einheit 
der negativen Elektrieität concentrirt denkt, seien 9,. %,. @,: da dieser Punki 
ausserhalb des Leiters liegen muss, so muss @, zwischen 9 und 27-y ent- 
haiten sein. Die Lösung der Aufgaben 1. und Il. erfordert nun die Kennt- 
niss eines Potentiales V, welches von einer nur auf der Oberfläche des Leiters 
befindlichen Massenschicht berrührt und für jeden beliebigen Punkt der Ober- 
lläche dem reeiproken Werthe ea seines Abstandes von (9,.%,.@,) gleich 


wird. Ich behaupte, dass dieses Potential }, bezogen auf irgend einen Punk! 


(I,9,o), sich für den ganzen Raum durch die folgenden Formeln darstellen lässt 





} —— \; 4 V.. 
1 'd 
177) 1) 
Ir U, = 
dl Y Ar ‘ dt} u j 
14.) ng 
\ cn “ \ Ü — / A: cos (n inte (U) 1 P) ud, N du, iM) (!) In \ Wi . 


\ 


0 
17 
u, = / A,cos(r—w-+y)w),n)duu., Yzw— an 
\ ’ s i N - ‘ - 
() 


wenn A, und A, passend als Funetionen von ı bestimmt werden. und wenn 
man, den beigefügten Ungleichheiten entsprechend. für innere Punkte in U 
die zweite, in U, die erste der Ungleichheiten (13.). für äussere Punkte da- 
gegen in beiden Ausdrücken die Ungleichheit (12.) bestehen lässt. Um diese 
Behauptung zu rechtfertigen, soll zunächst gezeigt werden, dass in der Thal 
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A; und A, sich so bestimmen lassen, dass die auf die Oberfläche bezügliche 3 
Bedingung befriedigt wird. Lässt man den variablen Punkt (9, y,®), z. B. 
von aussen her, in die eine oder die andere der begrenzenden Kalotten rücken. 
und beachtet, dass die Gleichung (9.) des vorigen $. auf die Werthe = 
und © =y anwendbar ist, weil die Differenzen &, — P und ®,—y positiv und 


“27 sind, so sieht man, dass die folgenden beiden Gleichungen zu erfüllen sind: 


»L. 
(U,+U, )w-B) > Po _ Ye / cos(T—@,+P) id, (n)du, 


0 


(U;+U, )w=224) = Po=y = / cos(a— 0, +7) wi), (n)du, 
u 


y. a / 


und diese werden erfüllt. wenn: 


Azeosnuw+A,cos(t+y— P)wi= cos(n—w, + P) wi, 





A,cos(n+y— P)wi+A,cosnwi= cos(t—w, ty) ui. 
Hieraus folet: 


\ 15. JA a — 


sin (rt -+-y— w )wi 
” sin(2re +7 — S)ui ’ iR; sın(2r +7— P)ui 


sin(® — P)ui 











Nachdem nun A, und A, so bestimmt worden sind, dass V sich an der Ober- 
lläche auf den vorgeschriebenen Werth redueirt, so wird die ausgesprochene 
Behauptung ihrem ganzen Inhalte nach bewiesen sein, sobald noch nachge- 
wiesen sein wird, dass Y, und V, für den ganzen Raum resp. die Potentiale 
zweier Massenschichten vorstellen, von denen die erste nur auf der Kalotte 7. 
die zweile nur auf der Kalotte 7 vertheilt ist. Hierbei genügt es aber offen- 
bar. sich auf die Betrachtung von V, zu beschränken. 


I. Die Funelion cos(a—@-+/)uiJ,(n) ist endlich und stetige in Be- 
zug auf die Variablen v, ®, n, sie wird am Rande. wo 9 und folglich auch 
, = x. gleich Null. und sie hat zu beiden Seiten der Kalotte, d. h. für & = 
und » = 2747, einen und denselben Werth. Der Factor A; ist ein echter 
Bruch und convergirt für « = x hinreichend stark geren Null, damit das In- 
tegral, durch welches U, in (14.) definirt ist, stets einen bestimmten Sinn be- 
halte. Die Grösse p ist stetig und endlich, ausser in unendlicher Nähe des Randes. 
und verschwindend klein für unendlich entfernte Punkte, weil für diese 9 und o 
sich resp. unendlich wenig von 0 und 27 unterscheiden. Ferner ist auch >, 
mit Ausnahme des Randes endlich und eine stetige Function nicht allein der 
Variablen 9% und g sondern auch der rechtwinkligen Coordinaten, indem es 


auf der x- Achse, wo #=0 und g unbestimmt, nach (6.) von g unabhängig 


ist. Aus dem Gesaglen geht hervor, dass V, im Unendlichen verschwindet 
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und im ganzen Raume sich stetig ändert, wofern nicht etwa am Rande, wo 


$— x und w unbestimmt ist und V; unter der Form x.O erscheint, eine 
Ausnahme eintritt. Wir wollen aber zeigen, dass auch am Rande V; einen 
endlichen und eindeutigen Werth behält, und zu diesem Zwecke haben wir 
nur nachzuweisen, dass das Produel e"U; für „=x gegen einen festen und 
von w unabhängigen Werth convergirt. Multiplieirt man beide Seiten von (8”. 
mit e*’ und verwandelt & in 7-+@, so wird, bis auf verschwindend kleine 


Grössen, für „= x: 


as 2yRı 7 sinu(n- a)de 
e:!J mi = - Sei 
PR zsın uni u 
Fr B OD yer—i 
und daher: 
fr Me 0 X Y° . 
a y2 de . ...» Zisınu(y-o 
e"ÜU,;, = - A,scos(n—w+ß) wi du. 
’ ART Vee—1: r Fe Ssın dt 7T0 
() i 


Theilt man das Integral nach « in zwei andere mit den Grenzen O und I. 


>» * 


Ina und x, so verschwindet das zweite für „= w,. und das erste redueir 


l 


sich nach einem Theorem von Dirichlet auf den Werth von A; für u — 0: 


es wird also für „= x: 


s T. i 
/R de 2n+Y— o 
an — fi 3. \ 5 u u) SFr L. 
e U; er A; 0 / —=jo pe a. 
’ “ ve | BEUTE TIP 


ist somit in der That endlich und von ® unabhäneie. 


> 


Fa _— 


2. Es ist auch leicht einzusehen, dass die ersten nach x, y, 3 ge- 
nommenen Dillerentialquotienten von V, nur beim Durchgange durch die Kalotte > 
eine Stetigkeitsunterbrechung erleiden, und dass sie nur am Rande unendlich 
grosse Werthe annehmen können. 

3. Da J,(n) der Differentialgleichung (11.) genügt, so genügt U, der 
Gleichung (5.) und folglich V, der Gleichung (4.) oder SV, =0. 

Hiernach besitzt in der That V, die characteristischen Eigenschaften des 
Potentials einer auf der Kalotte 7 vertheilten Massenschicht, und die Gleichungen 
(14.) und (15.) enthalten, wie behauptet wurde, die Lösung der Aufgabe 


$. 9. 
Andere Ausdrücke für das Potential, welche die Transcendente .J,(p) nicht enthalten. 


Bestimmung der Dichtigkeit. 


Um die Ausdrücke von U; und U, 
in denen J,(n) nicht mehr vorkommt, sollen A; und A, in geeigneter Weise 


in (14.) in andere überzuführen. 
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durch bestimmte Integrale ersetzt werden. Als Ausgangspunkt kann die be- 











kannte, für -1<ae<I1 und -a<d<a gültige Formel dienen: 
Ba ze ae dx 
smen n2JI z-+2osöte! = 


0 
Dieselbe bleibt, wie sich in üblicher Weise rechtfertigen lässt, auch dann noch 
richtig. wenn «@ eine complexe Grösse, deren reeller Theil zwischen —1 und 
| liegt. oder auch eine rein imaginäre Grösse bedeutet. Führt man also stat! 
»J) und er die Werthe: 

od= (Rn +y—-o)ui, on= (da+y—P) wi 


ein. macht noch zur Abkürzung: 


16. IB = —., 
m. ’ N 
so dass: 
o=n(Rı+y-w)=n—nn —P), 
und setzt endlich logr = — ni, so erhält man: 
N “ r ) 7 cos Au dA 
A; = — sinn (wo, — ERS pstecau..esEEEREEERE 
zı . COSNAr — cosn(0 — 5 
() i 3 


Für A, silt ein ganz ähnlicher Ausdruck. der sich von dem vorstehenden nur 
dadurch unterscheidet, dass er unter dem Integralzeichen im Nenner statt der 
Differenz der beiden Cosinus die Summe eben derselben enthält. Nach Ein- 
führung dieser bestimmten Integrale für A; und A, in (14.) wird die Integration 


Ay 


nach . vermittelst der Gleichung (10.). worin w resp. =w—pP und = w 





zu setzen. ausführbar, und man gelangt zu dem Resultate: 








A er = ' nf dA (cosri — cos (0 — P--TAi))-: 
U; = — sinn(w, — — in —— — a, 
\ | art { cosn At — cosn(w, — P) 
(0) i , 
3 a a k Sn 
| E n z ; > dA 2 (con — co: (@ u +- TAı))” 
IU,= „ sinn(w, —P nn 
TBREL, ar : cosn At cosn(o, — P 


(0) 
Diesen beiden Ausdrücken sollen jetzt. wenigstens für ausserhalb des Leiters 
gelegene Punkte, zwei andere für die Summe und die Differenz von U, und 
U, an die Seite gestellt werden, bei welchen unter dem Integralzeichen statt 
des complexen Arguments der (— 4)“ Potenz ein reelles auftritt, und welche 
einige specielle Eigenschaften des Potentials, die aus (17.) nicht unmittelbar 
ersichtlich sind, leicht erkennen lassen. Man könnte die in Rede stehenden 


Darstellungen durch Transformation von (17.) mittels imaginärer Substitutionen 


ableiten. gelangt aber noch einfacher auf folgendem Wege zum Ziel. Nach- 
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dem man für A, und A, ihre Werthe aus (15.) in die beiden letzten der 
Gleichungen (14.) eingesetzt hat, addire man diese Gleichungen, was für äussere 
Punkte ohne Weiteres erlaubt ist. weil dann bei beiden für & dieselbe Un- 
oleichheit gilt; von der Summe sublrahire man die Gleichung (9.). wodurch 
die Bedingung w, — o@ —-O eingeführt wird: man findet dann nach einigen leichten 
Umformungen der Producte aus cos und sin: 

U,+U,-P" 
PER 7’ rP-w — w)w—cos(in +7y—ßB—w wa 


Ei] Re RE | sinzr ui), (n)du. 
sın (Are +7 PB) ui Ä 


() 
Ist aber w, <Zw, so muss man in (9.) ©, — © in @— w, verwandeln und komm! 
dann zu einem Ausdrucke. der sich von dem vorhereehenden nur dureh Ver- 
tauschung von ©, und w unterscheidet. Substituirt man nun für sind), 


seinen Werth aus (8°) und setzt: 
1 
e I ; f {4 . a / 
so wird die Integralion nach ? vermöge einer von Euler herrührenden Integral- 


formel ausführbar, und es ergiebt sich: 


4 iS. 

| } r . n ‘ 3 

' U;,+HU, e / D.(cosei— cosni) de, 
| ui. 


er u d 
(18.) 
sinn ai sın mat 
| D -- B r > . u 
UOVSNAL — COSN wi w) COSNAL — COS w ww 4) 
Dasselbe Resultat gilt auch für &, <w, weil D durch die Vertauschung von 


w und w, ungeändert bleibt, und es gilt auch noch für &, =», wenn nicht 
gleichzeilig 7 = 0, in welchem letzteren Falle es unter der Form x — x er- 
scheint. Ersetzt man übrigens P”' durch das bestimmte Integral 

P-' — e. h iR (cos at — cos Nt) ‚sinaide 


ai 


’ 


und bringt dies mit dem in (18.) stehenden unter dasselbe Integralzeichen, so 


COSalr — COs(W, — w ’) 


erhält man eine Formel, die auch dann noch gilt, wenn gleichzeitig ®, = w 


g 
und 7„=0, also 9=%9, und = y,. d. h. wenn der Punkt (9, y,w) mil 
4.41, @,) zusammenfällt. 

In ganz älınlicher Weise, und zwar mit Benutzung des in (5 .,) enl- 
haltenen Ausdrucks von J,(7). findet man für die Differenz von U, und U, . 


R 
N £ er . nr E. 
\U— U, = oP"ı+— / S.(cosni— cosar) de, 
r T. : 
(19.) Pi. | 
. sınn(W —W sınn(o +W—29) 


? / £ \ : | ‘) | 
COSNAL — COS W (4); COSNUuL — COSN ‚w 7 de = 
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worin o=—1 oder =+1 zu selzen, je nachdem &,— wo positiv oder negativ, 
und 7 >>0 vorausgesetzt ist. Für 7=0 hat man statt des Integrales den 


Grenzwerth zu nehmen, dem es für ein unendlich kleines n zustrebt. und 
welcher sich mit Hülfe der Substitution «= n«e' ermitteln lässt. Man finde! 
auf diese Weise: 


1 N - 


! f j i I\7 
5 — + —[eotin (ww — w)+cottin(w +w—2P)], 
yv2sınd(o —w, v2‘ s . 4 


U;—- U). >= — 
welche Grösse offenbar auch für ein unendlich kleines positives oder negatives 
0, —w sich einer und derselben endlichen Grenze nähert. wie es sein muss. 
Uebrigens kann man, um die Analogie zwischen (19.) und (18.) vollständig 
zu machen, für oP”! das bestimmte Integral 


y—1 E , 1/7 N (cos nt — cosai):coslaide 
of" = — —sini(w —w Mi uni. Be 2 | 
zT ui COS - cos. - (t) 


() i 





selzen, auf welches man durch Verbindung von (9.) und (8°.) geführt wird. 
und welches sich auch direet durch Rationalmachung der Wurzelgrösse be- 
rechnen lässt. 

Es bleibt jetzt noch übrig, die Dichtigkeit % der elektrischen Belegung 
zu bestimmen. Hierzu dient die Gleichung: 


Ark o%(V—r!) pp, 0 (Us- U, — p-ı 
— #J/LR = ge. - 





oN 47/2 oN 

worin N die nach dem nichtleitenden Raume hin gerichtete Oberflächennormale 
bedeutet und nach vollzogener Dilferentiation = oder = ?2n-+7y gesetz! 
werden muss, je nachdem es sich um die Dichtigkeit für Punkte der Kalolte > 
oder der Kalotte y handelt. Unterscheidet man diese Werthe von % durch 


die Zeichen 4, und %k,, setzt: 





2 #9 ra. ä x GO, Zu y A 
ycosdi—cosP =pz,  YCosdi—c0sy=p,, 








und beachtet, dass für die erste und die zweite Kalotte respective 
p;6oN=a0w und peoN=-—aobu, 
j / 

so ergiebt sich unter Anwendung von (18.) sofort: 


run u ee N 
\ P 2yRa’n’i P> (cosnai— cosn(w, — P))* . 
20.) vr 
(U. |k DB p,n"sinn(o, —P) DI da sinn ai (cos at — cos ni) h 
üc A y 


2y2a’n’i (cosnai +cosn(o, — P))” 




















7 


Von besonderem Interesse ist es, das Verhalten von k für Punkte, die dem 
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Rande sehr nahe liegen. kennen zu lernen. Nun bemerkt man leicht. dass 
man. wenn & einen gewissen Factor bezeichnet. der sich für ein ins Unend- 


liehe wachsendes 9 unbeerenzt der Einheit nähert. 


p,n sınn(@ ) WW Au de 
l; .) - € P \ . * e 


‘) ‘) )- 
Dr } “(A 7l « | e“ ,} 


setzen darf. Das hierin vorkommende Inteeral wird dureh die Substitution 

e—=n+log(1-+t) in die Form eines Exulerschen Inlteerals zweiter Gallune oe- 

bracht und nimmt mit dem unmittelbar davorstehenden Factor vereiniet für 
+— » den Werlh an: 

I(n-+1ı a \ | 

Y17 - } (cosY,d-+?sindicosp—g,)) " .e" 


n- 


rleich dem 


En 


Die Dichtigkeit für einen Punkt in der Nähe des Randes ist also 
Producte einer endlichen Grösse in die (a—1)" Potenz des kürzesten Abstandes 
des Punktes vom Rande; sie ist daher am Rande unendlich gross, wenn die 
Zahl », deren kleinster Werth 4 ist. zwischen } und 1 liegt, sie bleibt end- 
lich für a=1, und sie ist gleich Null, wenn »>1. Nach (16.) ist » der 
Quotient von ı und 27 -+y—/, und die letztere Grösse bedeulet den äusseren 
Neigungswinkel der in einem Punkte des Randes an die Oberfläche gelegten 
beiden Tangentialebenen. Es tritt also der erste oder der letzte der drei 
unterschiedenen Fälle ein. je nachdem dieser äussere Winkel ı oder <a, 
d.h. je nachdem der Leiter einen scharfen oder einspringenden Rand hal, und 
der zweite Fall findet nur dann stalt, wenn der Leiter eine volle Kugel oder 


ein unendlich grosser Körper mit einer kugelförmigen Höhlung ist. 


$. 4. 
Specielle Fälle. 
Wenn » eine ganze Zahl ist. so lassen sich die beiden Bestandtheile 
von D in (18.) in Partialbrüche zerlegen vermittelst der Formel 


sinn ai , Abe _ sin@i 


—,— 


coonäi—cosonO nn u PET 
r 7 cosai— cos(R = —2sı ) 
n 











und man findet dann durch Ausführung der Integration: 
A: 
U; U, 


n—1 R 1 —} ” nn . j ‘ » ı 1 ‘ i 
= — cosmi—cos(0—,+ — 2s7)) + 5 | cosni—cos (w- 0 2P+ —R2sı)) . 
1 n 


0 


19 * 
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Hieraus erkennt man leicht den foleenden Satz: 

Ist n eine ganze Zahl, d. h. der äussere Winkel am Rande der Kalotten 
ein aliquoter Theil von ıı, so ist die Wirkung der durch einen Punkt (9, Yı, © 
von der Masse —1 erregten Vertheilung nach aussen hin äquicalent der Wir- 
kung von Zn—1 im Innern gelegenen Punkten, welche die Coordinaten 


er : u. ii. 
I, 9» 9 —— 2sı, (s=1,2,...n—1) und 9,, 9, 2P-w,— — ?sı, (s=0,1,...n—1) 
n | n 


haben, und in denen respeclive die Elektrieitälsmengen 
—pı(cos9, i -cos(o, : 2s)) und -pı (cos 9; cos(22 - 9, - 2s7)) 
concentrirt sind. 

Werden die zu den beiden Kalolten gehörigen Kugelradien unendlich 
gross, während irgend eine an die Randkurve gelegte Tangente im Endlichen 
festgehalten wird, so geht der Leiter in einen von zwei sich schneidenden 
Ebenen begrenzten Körper über, jene 2»—1 Punkte fallen mit den Spiegel- 
bildern des erregenden Punktes zusammen, und die ihnen mitzutheilenden 
Elektrieitätsmengen sind abwechselnd = +1, ein Resultat, dessen Richtigkeit 
auch ohne jede Rechnung einleuchtend ist. Man möge aber nicht unbemerkt 
lassen, dass für ein nicht ganzzahliges » die Construction der Spiegelbilder 
für die Lösung der Aufgabe von keinem Nulzen ist, weil dann ein Theil der 
Bilder ausserhalb des Leiters fällt. 

Noch ist ein anderer einfacher Fall, i» welchem die Integration in (18.) 
sich ausführen lässt, hervorzuheben, nämlich derjenige, wo » ein ungerades 
Vielfaches von 4. Hier ergiebt sich, wenn man zur Abkürzung: 


4 


1 
cos}(w, er = Asıı) — costri.cos®$,, 


ri.cos P, 


1m 


1 
cos} (wo, +w— 2P+ In As) = cos 


setzt und $. und 7. zwischen O und x wählt: 


S 





(D 2Zn—1 n— D An—I ns iD 
BEL 1 | | | BD. FR, Beten. BER. Le el 
p / ay2costnmiLsın®D, ı sm®, 7 5 sn ß, 


It2=}, d.h. %=y, fallen also die beiden den Leiter begrenzenden Ka- 
lolten in eine einzige zusammen, so muss die erste der beiden vorstehenden 


Summen fortfallen, und die zweite ist auf das dem Werthe s= 
Glied zu beschränken. 


0 entsprechende 
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S. 9. 
Die Vertheilung einer gegebenen Elcktrieitätsmenge o! Kınwirkune 


äusserer Kräfte. 


Es bezeichne. wie bisher. V das Potential der dem Oberflächenwerthe 


r' entsprechenden Belegung; dagegen sei © dasjenige Flächenpo !entisl.welches 
an der Oberfläche sich auf den conslanten Werth 1 redueir!. h. von eineı 
oewissen Elektrieilätsmenge herrührtl, die dem Leiter mitgell und sich fr 
aufihm verbreiten kann. Die Dimensionen des Leiters dürfen jetzt nicht! unend- 
lich gross sein, d. h. es muss / 271 vorauseeselzt werden. Der kleinst: 
Abstand des Punktes (4,.g,, @,) von der Oberfläche sei r,. der erössle r,. und 
der Abstand von einem festen Punkte im Innern des Leilers sei r Dann 


sind die Differenzen 

e—r,VY und nV -e, 
welche eben so wie } und © die Potentiale gewisser Flächenbelesunsen vor- 
stellen. an der Oberfläche respective zwischen den Werihen O0 und 1-.°., 
pi 
0 und - — 1 enthalten, also nirgends negativ. Deshalb können jene Differenzen. 
wie nach Gauss *) leicht in aller Strenge bewiesen werden kann, auch im 


oanzen Raume nirgends negalive Werthe annehmen. und es ist demnach stels: 


nn 
nn 


Lässt man nun den erregenden Punkt (9,,Y,, ®,) ins Unendliche rücken, (d. h. 
3, =0,. w,—=?2n werden), so nähern sich die Coefficienten von ® beide un- 
besrenzt der Einheit, und es strebt also r,) für rn, =» einem bestimmten 
Grenzwerthe zu, der von ® nicht verschieden ist. Beachtet man noch, dass 
nach (2.) limr,p, = ay2, so ergiebt sich mit Rücksicht auf den in (14.) ent- 


haltenen Zusammenhang zwischen J und U;+U,: 


(21) 0 = p(U,+U,)s.-0,0.-2m)- 
Die Substitution der Werthe O und 2a statt 9, und w, in den für U, und 
U, gegebenen Formeln lässt sich ohne Weiteres ausführen, und es ist dabei 
nur zu beachten, dass dadurch 7= 3 wird. Ebenso verhält es sich mit den 
Formeln für die Dichtiekeit. und man erhält z. B.: 


’) ” 00 * ., 2) A * 
nsınny - dasınnai(lcosati — cos Hi 
22) 2, Kranz, f” desinneilensei- 


zart (cosnar 4-cosny) 











N 





+ 


Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhältnisse des 
Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstossungs-Kräfte. (Art. 26.) 
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Um die Mengen m, und m, der auf den Kalotten 5 und y vertheilten 
KElektrieitäten zu bestimmen, kann die Bemerkung dienen. dass die zu einer 
Belegung irgend eines endlichen Flächenstücks gehörige Elektricitätsmenge 
gleich ist dem Potentiale der Belegung in Bezug auf einen unendlich entfernten 
Punkt multiplieirt mit der Entfernung (0) des letzteren von einem im Endlichen 
gelegenen festen Punkte. Es ist also: 

n;=0pU;, m,=opU,, 
wenn man nicht bloss 9%, =0, ® =?2n, sondern auch 9=0, ® = ?2r nimmi. 
wodurch gp = ay2 wird. Unter Anwendung der Gleichungen (18.) und (19.) 


und mit Benutzung der dort resp. über PT’ und den Fall 7 = 0 gemachten 





hen) 
Bemerkungen, erhält man somit: 
| a ii ie er nsinnai de 
\m,+m, = — — coll or +ncollnei-+ _— — ) 
23.) Ya T. a; < cosnar — coszny/ Ssınz at 
Ts Zu 0) 
\ms—m, = —ancolny. 


Von diesen Ausdrücken ist der zweite durch seine Einfachheit bemerkenswerth, 
und das Integral in dem ersten lässt sich wenigstens dann auf Elementar- 
functionen zurückführen. wenn » ein rationaler Bruch ist. 


im Juli 1867. 


Danzig, 











Ueber die Curven der Haupttangenten bei wind- 
schiefen Flächen. 


(Von Herrn E (lebsch zu (zi1essen. 


® 
Betrachtet man eine windschiele Fläche, entstand | lie Beweeuno 
einer Geraden über zwei Leitcurven, welche eindeutig auf einander bezooen 
sind. so kann man die Coordinaten eines Punktes der Fläche | Pmas 
darstellen. Durch &. &. &,. & bezeichne ich die Coordinaten eines Punl 
der einen Leitceurve, durch n7,, 7. 7,. 7, die des enisı enden Punktes de: 
anderen. Beide denke ich mir als Funetionen eines Paramelteı essen füı 
beide gleich anzunehmender Werth das Entsprechen ausdrü Die Coor- 
dinaten eines Punktes der Fläche sind dann gegeben durch die Gleiehunsen 
00, = Sı tun; 
\ 04 tun, 
IK T; 3 un;. 
00, = tun. 
wo o eine willkürliche Grösse bedeutet. Setzt man für alle verschiedenen 


Werthe,. indem man 4 constant lässt. so erhält man die verschiedenen Punkte 
einer Erzeugenden. 
Sieht man vermittelst der Gleichungen (1.) die Oberfläche als auf der 
Ebene A, u abgebildet an, so entspricht einem ebenen Schnitt die Curve 
2) 0= (stets te) tue toten, + en 
wo die e willkürliche Constanten bedeuten. Dieselbe wird zur Tanoenten- 
ebene, wenn sie einen Doppelpunkt hat. Ist derselbe A, «, so muss für ihn 
nicht nur die Gleichung (2.) bestehen, sondern auch die nach « und A genom- 
menen Differentialquotienten der rechten Seite müssen verschwinden. Man hal 


also dann die drei Gleichungen: 


20 udn, Bene 
(3. wr 
\' . g o& Y 
< Si x di 
u © ee 3 a U u —— u 0 
| ' ol y 


Endlich muss für die Tangentenrichtungen di, du des Doppelpunktes, 
welche den Haupttangenten eines Punktes der Fläche entsprechen, auch noch 
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das zweite Differential von (2.) verschwinden, also die Gleichung bestehen: 


u A), er ; am; 
4. di (Z 6 ——- tue — 2) +2ddu2:e — =0. 
C j 


\ "OR ol 


Sr 


Kliminirt man die e aus den Gleichungen (3.), (4.). so erhält man die Differential- 
gleichungen der ebenen ÖOurven, durch welche die Curven der Haupttangenten 
sich abpilden. 

Der Factor di, welcher aus (4.) sich absondert, sagt aus, dass die 


Erzeusenden selbst (2 = Const.) ein System von Haupttaneenten bilden. Der 
© \ : i 


andere Factor liefert nach Elimination der e die Gleichune: 


| A on o’E 0% du or, | 
"- >| ) l > ) , 5 

IS] N; — de. a  } nr 2 - + | 
| 07, ok Oh“ “ dd oh 

| 

o£, on, 3 EW . 9 du On, | 

& N: —— + MU —- U +3 —— —-| 

R | ob o4 7  :' dA 04 | 

r 7: on 76 o’n. du on, |! 

S N; 4 U — HU. +3 —— 1 

o4 f o4 Oh O4 dA oO) ı 

o& on Fe _ on du 0) | 

S4 JE + —r tu = +2 — —%| 

oA " OA’ a 7 dA oA | 


Ich will der Kürze wegen eine Determinante dieser Art dadurch andeuten. 


dass ich eine Reihe, ohne Indices, in Klammer setze: ich bezeichne also für 








2 : Dur u, Bu» du on 
0 = (5, N, — tu, ——-+u- ER dar ie _). 
” ST 7 Fe Eh di 0% / 


ee NEE EEE REN 
\ ( — \>> N. > D A929 " U Sa 1, ne 0 2 T - N, Ne a "rao 
OA oA oh " Oh 7 * 








\ . 7 
j nr on om ) a du o0& cC %) 
U\S u a u u 
ee. 7 oA ’ oA .. di > PP oA 


Diese Gleichung wird integrirbar, sobald einer der Terme 


r o& N (: on er 
\S.N. =. u 5 N. 5.77 
\>'b 91°? 097°, + I? Dr 


verschwindet. Da beide durch Vertauschung von $ und 7 in einander über- 





sehen, so genügt es, einen derselben zu betrachten. Die Gleichung 


£ on om 
(5,2, 2,5) = 0 


< n3 93 2 
ee 1 


drückt eine Eigenschaft der beiden zu Grunde gelegten Leiteurven aus, welche 


offenbar darin besteht, dass S in der Schmiegungsebene des entsprechenden 
Punktes der Curve liegt. Und da » selbst sich in dieser Ebene befindet, so 
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seugenden der Fläche qunz enthalten 


Ich werde zeiven. dass dieses nich! 


nos "pur 5 9 
f) eill 3 f ITVe ie] all el ’ . S {| | 
P7 z | 1} . » CC; I 
.. weiche ın (OD an » e der Lury 
\ se) INUS>S 
k - 


} 


n. wo 0 eine zu bestn r nelinı ' | < 


Gleichune für [ an. sı 


_ 


= 7 ) 
6 / 
97? ( / 
3 
f 
n ’ 
191 in ist Iur (i ade j , 
4 { 
) 
\ 1 m ri f r 
Curve der Haupttaneenten 
u (‘ } 
Die UH EN (i st fr 7 f > 
e 
J j] / 
IC} nırt. («SS Art L r} 5 { 
] L,' ’ 
. sp) / PN» 
{ (1 h) { > J 
Ä ‚i» 17 } nm i 
AD)CI all. (lt 1: ) % .. 
'») . . .“ . ‚ 
Del u indse EIERN EHE it f tl I / ) Br 
j r { { j fi { t It j 
f" .. F » 1 > J . ' 
in] Ouadralturen SUTUCHJURTEH Irald Hd e d 
x / . { JEHU / # 
m n . ; . 
In der wire ur iudail. INDGem Ian iur die Lurve 
F f 
re | 7 j . ' 
[S > 
daiS0O \S, N, - . u Se „ duren In 0 ı der { 
Ob / 
c 
- ( H = { ; 


a 
a 
P 
Sn 
m 
- 
In 


man Pa | ) 
$ E ( 7 
ei 53 
. "5 / 
- 
nfı v.-.\ oB- } 
\ r /, “ ’ & N, 
N Oh OF oJ / 
r)e r a in if 
“ . ‘ - 2 (> ao} 
\ a. N, E. - 2| E N > ‘ 
. 7 ns I: - Mr | 
O4 ( /. \ 1 ol 


'Const.— | — — e | di 


| ‘ 253 
EN, — 
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oder 





Fr. o0E On\,. 
u = V a N, 77,737 e 
\ © © 





Ä m or’ ol 
: en —— di 
(& ı 2) ‘ ( 0: om | 
5 ı re” - ’ 0, en 
\ Y : i ” oh . ( / > I> Oo 1 ( / 
2. Const —n Tee ee) e di 
| 8 eo EEE 
2 | (& N, aa =) | 
oA oA 





Insbesondre kann man hienach die Curven der Hauptitangenten immer 
aufstellen, wenn auf der windschiefen Fläche irgend eine Gerade exislirt, 
welche alle Erzeugenden schneidet. Indem man sie zur Curve 7; wählt, kann 


man den Parameter A so einführen. dass 





= a+Ab,. 
wo die a, b Coordinaten zweier constanten Punkte der Geraden sind. Dann 
, Be % i 
ist —r = 0. und die Gleichung (8.) geht über in: 
Ob , 2 ? 
( l GE < E) 
eG AD, —— „u 
a\ i | ü N ob OA F 
(9. ”. CI .b) Di Bi). 


| O8 
a ° 2ı/ ct En b) 
Fa 4, « , ) 
| (& oA’ / 


Wenn auch die Curve & die Eigenschaft besitzt. durch den Parameter 7 
ralional dargestellt zu werden, und also auf die Gerade ı; projeclivisch bezogen 
zu sein, so wird zugleich die Fläche auf der Ebene 4, u eindeutig abgebildet. 


In diese m Falle sieht man, dass. wenn die S von der »“" Ordnung in 4 sind, 
© 


(Sa, —, b) von der 2/n»-—-1)"" ist. und dass also die Formel (9.) auf ein 
hvperelliptisches Integral führt, sobald » > 3. Die Fällen =1,n=2,n=3 
will ich beispielsweise näher ausführen. Sie entstehen als Ort der Geraden. 
welche eine Gerade mit den projectivisch entsprechenden Punkten einer andern 
Geraden, eines Kegelschnitts ‚oder einer Raumeurve dritter Ordnung verbinden. 


Im ersten Falle entsteht also eine Fläche zweiter Ordnung. im zweiten eine 


windschiefe Fläche dritter, im letzten eine solche vierter Ordnung. 
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Ist »=1, so kann man setzen: 


5 - 0, 1 AN; 
o°E, 
dann wird auch ErE (0, und man hat aus (9. 
ON 
ua = Gonst. 


In der That liefert in diesem Falle « = Const. die eine Schaar von Erzeusenden 
des Hyperboloids, während 4 = Const. die andere Schaar liefert. welcher die 
Curve n entnommen war. 


Ist n=2, so wird 


fg ke SıR _ıL 2 
S, 0 APmTauYs 
daher 
4 o& )/ ı 322 er 
(£, d, 77» b) = <z(a-+AD,a,Pp-rAY, b 
BE: 5 a 
= 2a, a, B,b)+RAlo,a,y,b)+4 (P,a, vb 
— A+2AB+ RC, 
wenn 
A=?(a,a,ß,b, B=(e,a,y,b, C=2(ß,a,y,b 


gesetzt wird. Ferner ist 





” o& 0° A ä 
sa +, =. #r) — 4A(a, a+4b,B.y)=4(P-+30\. 
(5, 1 OA ’ OA | nn I \ 
wo 
Po (aß, Y), O=(a,b,ß, Y). 


Die Gleichung (9.) giebt daher: 


E% Tr er x ri Pr P 1 10 
u —= YA+2Bi+ Ci ons. 2 / eng ——- di. : 
J YA+ZABLR?C 





oder nach Ausführung der Integration: 


ne _ FREE 1 
ı = Const.YA+ZAB+ RC 2- Pr) -OBrH 
I » } N > | AC- B’ 


Auch hier also sind diese Curven algebraisch (vgl. Bd. 67 dieses Journals p. 17). 
Mine ‘ . . Bu . . , [20 i 
Für z=3 will ich für 4, « immer a seizen. um homogene 

% 4 


Functionen zu erhalten, und sodann, was bei specieller Wahl der Coordinaten- 
ebenen bekanntlich immer erlaubt ist, die Gleichungen der Curve 3" Ordnung 
in der Form annehmen: 
=, Bar udn, =. 
Ist dann 
pl) = aM” —I3a,i’2+ 3a,i2—a,2, v(l)=bR— 3,22 + 36,42 —b,2, 


20 * 
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so eeht /9.) über in die Gleichune: 


4 e ‘ en = ® = er z 1. 
i Od oil OoW ( f Im { 7% Al zı4 1.dy 
, f 
10 | | EU — \Cons! } 
2 ß ar - r J il>Sı ı# 
I 9 07, OA Oh OA N 1) N | f f sl] t ılı ON 
9 ol 0% oA 0oHx / 


Bezeichnen wir zunächst. um das hier auftretende Inteeral auf 


seine 
einfachste Form zurückzuführen. durch p und g die beiden linearen Co- 
varianlen der eubischen Formen %, ı, so dass 
a m 5b,4—b% 
p=pi+p?2=-|a @ br b.z|. 


> 


(dl; (dl, W /. U) ı# 


7 Qu | 1:# b; b; d5 4. UÜ%|\o 
b; h d (l; 
vol. Bd. 67 dieses Journals, pag. 360). Ist wie a. a. O 
X P:dı- PıQ:: 


so hat man 
Ki= gp: —PqQ:: kz=-—-ap-+pg; 


35 


es wird ferner. wenn man alles durch pP» q ausdrückt. 


z OF 2 öF 
ku i K’v=!}! i 
’ + { 4 -t pr p 
fi oıW ( Yf { u € YG \ / r F . F } ’F 
gg \ rt \ 2 ” | Ya, 
‘) GE Ob OA OH ( ‘4 ( p / p P q / 


wobei F die a. a. O. angegebene Funelion vierter Ordnung ist. Hiedurch. und 
mit einer leichten Veränderune in der Bedeulung der Inteerationsconslanle. 
oeht die Gleichung (10. über in: 
£ “ / ri F { F x N / [ 
E \ı m- N ‚ıpde q«dp 
\ KT op / paq— gap) | 


11. u vd f onst. 4 Zus 7 “La - 


vobei der Kürze weeen m und » geselzt sind für die linearen Ausdrücke: 
m — pı rPG> n (P:—Pg>- 
Ich werde nun das Integral weiter translormiren mit Hülfe einiger Sätze aus 
der Theorie der binären Formen vierten Grades. Ist 
T OR, O8. < F oOAN 
165g op op og 
oder. um mich einer oft angewandten Bezeichnung zu bedienen, 


} 
J/ 


ER AIEgT,, 
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wo der Variablen qg immer der Index 1. der Variablen » der Index 2 ent- 


spricht. so ist 


Daher 


* { ) 
In ] i ft 
pag gap 5 ' 


1 
Ei 
. | . ° a ® ) N 
Ich werde nun zeiesen. dass man immer identisch setzen 
I 
1%) # f 
WO fr eine { onslanle | \ P j l N d e Dilie { 
: En. EWR VRREREENEN - 12 0208 u I 
zwetıleı ıaalliiı!! von ‘ un P (dıvı iin tra s x . = 
af nrhält m ’ 11 
eINIUSTL. Glilall man aus ii. 
j? 2 ] pD J f} ’ 
. \ft ' j R 2 er / : 5 
‚Ad Gonst. / pdq= gap | 
N « A i # 
Fiil | ’ un » rot, Pr y so. an no alrz! n Ian 
runl man nun das erste inteerTal aus. unü selZz iii UcCk 
l 
n “ 
N N ilr sy } - Le » “ 11; no : N I, ( Bu I 
Ss0 oehl das lelztere In ein FECWONNIICHES CHID Ist | es ılllck / ei alt 
I E Cr R 3 z 
über. und man erhält: 
. D f} Ä v 7 
9) 4 Y . er 
13. 7 Y.4\Const. +1 if 
“5 f i F 
H Eu u 


. Pr I. z r . $ = I 2 fi ° « j ] r sr. 
Den in der Formel (12.) enthaltenen Satz beweist man loleendermassen 


1 


Sind m. x zwei bel | 


iebiee (Grössen. und 


und sind F\. F;, .... die Differentialquotienten dieser Funetionen nach q und 


p, dividirt durch 2, so ist identisch 


/ ( 1 
14. 4,4, — 4,4, I (zp—-nq)\z 
/ . “. un \ oq Op 
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Die Determinante 4, der Function / hat aber nach der Theorie der Formen 
vierten Grades den Werth 
4 12° 


Daher kann man der Gleichung (14.) die Form geben: 





Er URN ee BE 
AM zp—nq)#Fı+nFR;) = 4.(4: + 15 7(2p—ng)) A (A-7452 (2p ng). 

Selzt man hier für z', x, n? die Grössen q,. TH, —p,, und addirt auf 
beiden Seiten 

IE } 

-T7(e+pı)F = - 7 (R+Pı) (qFı+pF:), 

so erhält man nach Division mit 6: 

mF,+nF, — 47 Di F+4P,—4,P;, 


wo nun P die Function zweiter a bedeutet: 


> 


1 go 4 
Gi! 


53 (1 35 (Je-Pı)— =») ip +(B-Pı)Pg-PQ)\- 
og cgop op 
Hiermit ist die Formel (12.) hergestellt, wenn man nur noch setzt 
D ’ 
h == ae 
Geht man nun zu den ursprünglichen Variabeln zurück, und setzt der 
Kürze wegen 


02 0) oA 0% 





De. ar op 


ow or ) 
u {1} Do. . 


so wird (vgl. Bd. 67 dieses Journals pag. 368): 





i ” ., ” F gp-+pw 
=> 7 ‚7 2 ] em ’() a = — 1 / nr 
j=K, i=KJ, K’S2, A K’2 


Daher. wenn (Ü eine Constante ist, welche von der frühern sich nur durch 
by) 
eine Potenz von # unterscheidet: 


I. ee or EN a 
\“ u za 1I2K (Gr Pa 51 (pi IT N -J/(px—gk) | 
(15.) | | . 
BR ‚ma #7 MSROMERER...... BEE 
Ya, ug; em ;; > 
Y— (A—K IK) 
Das elliptische Integral bringt man leicht durch die Substitution 
J 
3 = 77% 


K’ 











Clebsch, über die Curven der Haupttangenten bei windschiefen Flächen. 159 


die absolute Invariante 


u”? 


in eine Form, in welcher nur noch die Constante 
auftritt. 

Das elliptische Integral verwandelt sich in ein eireulares, wenn der 
Ausdruck unter dem Wurzelzeichen zwei gleiche Wurzeln hat. also wenn 

= BER. 

In diesem Falle haben die Gleichungen 9 = 0. v = 0 eine gemeinsame 
Wurzel; es giebt also eine Schmiegungsebene, in welcher sowohl der Punkt 
a. als der Punkt 5b liegt. d. h. die Gerade a, b. Dieser Fall tritt also ein. 
wenn die Gerade in einer Schmiegungsebene der Curve liegt. Man kann dann 

J=%, K=® 
setzen. und erhält: 
> 7 SIE \ | \ | | >.dz 
“ Y-(4--K’Jz2 +K’z’ (&’s—?2)] ef 
2 - 4 est 
ah Ak 736 arclg | Fr 

Dagegen wird die Gleichung (15.) sogar algebraisch und ist dadureh 

von vorwiegendem Interesse, wenn 
pt =V. 

Dieser Fall erfordert eine eingehendere geometrische Betrachtune. um 
die ihm entsprechende Beziehung der Geraden zu der Curve erkennen zu 
lassen. Bemerken wir zu diesem Ende folgendes. 

ledem Punkte Ka,+ 1b, der Geraden a, b entsprechen drei Punkte x, 7 
der Curve. deren Schmiegungsebenen durch den ersten Punkt eehen. Diese 
Punkte sind durch das Verschwinden der cubischen Function Ka -- fr be- 
stimmt. Ihnen entsprechen drei Punkte za,+-4b, der Geraden a, b selbst, deren 
Parameter durch jene Gleichung bestimmt sind, so dass mit Hülfe der Curve 
jedem Punkte der Geraden ein bestimmtes Tripel von Punkten derselben ent- 
spricht. Die Punkte 7’, 4; z", 4”, für welche die Hessesche Determinante der 
cubischen Form verschwindet, sind bekanntlich durch die geometrische Eiven- 
schaft charakterisirt. dass sie mit den ersten drei Punkten eine Reihe bilden. 
welche bei evcelischer Vertauschung der letzten drei Punkte immer sich selbst 
projectivisch bleibt. Bezeichnen wir die Flessesche Determinante von Kt 
durch 

2 = Aul +2I2.2+ 49.%, 
wo denn die Coefficienten 4,,. 4... 4,, von K, 1 abhängen. so kann man selzen: 


’ ‘ NM Arm Br 
I = x, —2dn = 27h 4 x In —hıh. 


“ 
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Bildel man nun in Bezug auf ein beliebiges durch die Gleichung 


r> / F 
N,g A, W v 


} N N} I v 2 1 y | \ . y, y‚..p \ ME« ' I s,y»b ‘ ETT ‚ip ”. \ url 
veovoeDdenes ITIDel Von Punkten das Svstem harmı NISsCcinel { entra erslei Ord- 
b I ! z e P» ni u ß ») I m z l .q " 3 , 

nunoe von 7, #,„ uiid Auf Gas Cl haltene | unklenpaaı uen Zu 101M und 2 Fr 
harmonischen Punk eine Operation, deren Resultal durch Verltauschune von 
ur ar mıl at ’ ınh} ' rl uf Iird N 1 > ’sıyp N tz1 N y vn! ı \ rg» tı 
=. MU X ,.4 Nicht Ecandert Wirt so ıst dieser leiziere gegeben durch 


die Gleiehune 


I: . DCKgytAv 9°. (Kp+A 


Pi j oxch ol 
4 ran - } ’ 1: [3 . I» I, Y, BE, \ En 
\us der Theorie der simultanen binären ceubischen Formen folet aber, das 
| r Ausdruck durch A, .17—- A, K theilbar ist. und dass nach Absonderung 
des Factors man die Gleichung erhält (vel. Bd. 67 dieses Journals page. 36V 
fi / ii », , pP 1 7 4 / 
jeser Pu selbe. für welches Tripei des Systems 
| 
IK, 4 () 
e] auch CONSII . selne Lave häno iur Von det Uripel 
hy Aw 0) 
ab. aus welche ez, 4,2, 4’ abgeleitet werden. 

Die Gleichung 16.) zeigt nun. dass auf der Geraden «, b zwei pro- 
jeclivische Punklreihen liegen, insofern mittelst der Gleichung 22. jedem 
Punkte K. -T ein Punkt 2. iA. dessen Construction oben angereben worden, 
eindeulie und linear entspricht. 


. F 1: . . > 1]: . ” Ri f » i 
Die besondere Gattung von windschiefen Flächen vierter Ordnung, fü 


f‘ u 7 
! 


r r 24 R r . . ? . " PARRRERGER. 2 
welche die LUTVEN UA UUPELANGERTECH algebraisch SH, si nun dadurch cha- 


rakterisirt, dass diese Reihen sich reeiprok entsprechen und also eine Invo- 
lution bilden. Denn hiezu ist nur erforderlich. dass die Gleichung /16.) durch 


1 


Vertauschung von Ä, I mit z, 


, ungeändert bleibt, dass also p, = —@. 
Schreiben wir der Kürze wegen in (14.) Q für den Ausdruck zweiten 


(irades: 
| ( ae oO 0°’ 


\ f 
0 = "A ir Pı 4: 


BP 0%”? 1)” J pP? gk) vs 


so ist in diesem Falle: 


au = Q+Cy. 








' 
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Die Gleichungen der Curven der Haupttangenten sind also: 


0% = “ +(za,+4b,)(O- Cys2 
0 = ZI+ (2m + 4b) (Q+CYR2 
0% = zu +(za, +46) O+Cy2 
07, = K+(lza,+4b) O+CyYR). 


Verbindet man diese Gleichuneen mit der Gleichune einer Ebene 
Gh tm + 60; + 0,8, 0, 


n 


so erhält man eine Gleichung 6” Grades für z. 4. Die Curven sind also 
von der 6°” Ordnung und von dem Geschlecht p= 1. Sie schneiden jede 
Erzeugende in zwei Punkten. und berühren insbesondere die vier Erzeusenden. 
welehe durch die Gleichung 2 =0 vegeben sind. 

Es bleibt endlieh nur noch der Fall zu behandeln. wo K=0. In 
diesem Falle ist eine Combination von g und ır ein vollständiger Cuhus. d.h. 
die Gerade enthält einen Punkt. für welchen die drei durch ihn sehenden 
Schmiegungsebenen der Raumeurve zusammenfallen, d. h. die Gerade hat mit 
der Curve einen Punkt gemeinsam. In diesem Falle muss man auf die Gleichune 
(10.) zurückgehen. Der gemeinsame Punkt sei der Punkt 5b selbst. und für 
ıhın 2=0. Man hat also dann für w einen vollständioen Cubus. und zwar 


ı #4 


zu setzen. und die Gleichung (10.) verwandelt sich in folgende: 


ö ur ; (ap + AN (dA — Ad 
u=Ä] — 1 Ya | 7 ' — 
t / 


0% og . 
A \ 
| /-12 


in welcher das Integral durch logarithmische und Kreisfunelionen ausführbar ist 


(Giessen. den 24. Juni 1867. 
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Ueber das sımultane Formensystem einer quadra- 
tischen und einer eubischen binären Form. 


(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 





Für eine cubische und eine quadratische binäre Form hat Herr Salmon 
die hauptsächlichen Bildungen in seinen „‚Introductory Lessons“ (2'" Ausgabe 
p. 162) gegeben. Man kann, mit Vermeidung jeder speeiellen Annahme über 
die Coeffieienten der Formen, und zugleich im Anschluss an eine typische 
Darstellung. die Theorie dieser Formen folgendermassen ausführen. 

Die gegebenen Formen seien: 

\a = aa -+3beiy+Scry’+dy, 
o= or} 2Pay-+yy'. 
Die einfachsten linearen Covarianlen sind, wenn 
ou ou o’u 


rn u u » 7 
== 4- a U = 27 . Bu Zr mi. ete. (vel. |. e.). 
u, 5 or? 2 Ic y' 11 6 ou C ( g ) 








a Ip = 41y— Ur tUne=pıcH+prY, 
Ei | = 0%, m— %Pı = 1er N: 

Ist die Deierminante von p und q 
3.) K=ap—-?RPpp+Ypi = AP —-PıQ: 
nicht gleich Null, so kann man p, q als Variable einführen. Da, wenn 

I= oy— 9 geselzt wird: 

ex +2Pry-+Yyy (oc + By)» — (Px Fam Ka: | »ı yl 
ac+Py)p— (Pr+Yy)Ppı om—RrPpptypı | Ip —® 


so hat man für © sofort die typische Darstellung: 


” 





5.) Ke= g+4pM. 


Ferner wird. indem wir aus (2.) die Werthe 


Kr = qp-—-pg:. 
ky = =qpıtpq: 
in « substituiren,. die typische Form von «: 


6.) K’iu= Mf—3Npg +3 Pp'gq— Op’. 
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wo mit Hülfe der symbolischen Substitulionen 


; 


“=, ui, Bra d= a 
die Coeffhicienten M, N, P, O die Ausdrücke annehmen: 


M= (ap—a,pı)”, N dp —a,Ppı) (Up —aygq,). 


> { \ 2 } 
P = (ap.— ap) —ag,). () 4M—4:q,)'. 
Setzi man nun in (d.) =. y=-—a,, so hat man 
49 — @q9ı) +4 (a,p—a;p,) kKlaıg—?Rpaa-+ya; 


Multiplieirt man dies mit «p —@,p, oder mit 49 —@,q,. so erhält man für 
M. N, P, 0 die Relationen: 


> Er R > ‘ ) N ai > 
FR \F -AM = Klea— 29a,a, + Ya;)(a,p: — a;Pı)- 
. Pr A | 
0+4N = Klew—R’a,a; rY9)\(ı —A:g,)- 
Wendet man überhaupt die Buchstaben a,. b,. ... symbolisch für die 


Coeflicienten von a, %. is » » »- für die von e an und selzt (mn) für 


q 


m — MN, A, für a2, +, 0, elc. so hat man die symbolischen Ausdrücke: 


FRE?! Z6 (ao)a.,, qg=(Pp)P- = (a«)’(Pa)P,; 
u K=(yp) = (au)'(bP -(ay by). 

Daher ist auch 
(a; —RPa,a+ Ya) (ap —a,pı) = (aa) (bp) (ab). 


was sein Zeichen ändert dureh die unwesentliche Verlauschune von «a mil bh. 


o mit 9, und also identisch verschwindet. Und ebenso 


ea —2Pam+ya)an—agı) ea) (bP) \yb)(ay). 


was nach (8.) gleich — K ist. Aus (7.) hat man also die Relationen 
P= —AN, 
0 = —JdN-—-K. 
Und mit Zugrundelegung der Invarianten K, 4, M, N ist also die typische 
Form von u: 
i% K’u = Mg —3Npg —3 AMNpg+ (AN+ RK )p". 


Die Ordnungen der hier auftretenden Invarianten in Bezug auf die Co- 


1 


ellicienten sind folgende: 


| für u für © 
4" 0 2 


KI\2 | 3 
| 
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Diese Invarianten sind von einander unabhängig, stehen aber zu niedern In- 
varianten in Beziehungen. Um dieselben zu finden, bilde ich zunächst aus (9.) 
die typische Form der zu «# gehörigen Hesseschen Determinante: 

H = (ua — Un). 


Man erhält daraus in Bezug auf die Variabeln p, q die Gleichung 


K’ ou ou ou \ 
Mi: = es u ))» 
36 \op’ og opog 
oder mit Anwendung von (9.): 
/ \ + ERTEETRR . FR. ‚ 2? 21 2\ı W?/  Nn?\ 
10) KH= —(N+4AN)(g + 4Ap‘)+ K(Mpgq— Np‘). 
Diese Gleichung ist nothwendig durch AK” theilbar; denn wenn man in H die 
Ausdrücke für x, y durch q, p einselzt. kann nur die zweite Potenz von K 
im Nenner erscheinen. Der Coellicient von g° im Zähler wird dann 
11.) I, — Hp: — ?H„pıp + Hapi- 
eine Form, welche von der vierten Ordnung für die Coefficienten von «, und 
von der zweiten für die von e ist. Aus Vergleichung mit (10.) folgt also die 
Relation 
12.) K’L= —-(N +40), 
und die Formel (10.) verwandelt sich nach Division mit K° in die Gleichung: 
13.) KH= L(Q+4p)+NMpg-—Np‘. 

Wir erhalten nun weiter die Discriminante D von «x, indem wir die 
Determinante von H in Bezug auf p, q bilden und mit X” multiplieiren. Es 
ist also 

/ i Y u) r M’ 

\ | 4.) K "D _ L4— LA u % 
Bezeichnen wir ferner durch J die aus den quadratischen Formen H und ® 
entspringende Invariante 

(15.) J — H,y—rRH,P+ Hae, 
und bilden wieder dieselbe Form aus den typischen Darstellungen, so finden wir: 
(16.) KJ — 2LA—N. 


\ 


Diese Formel lehrt, dass N überhaupt aus dem Kreise der fundamentalen In- 


varianten ausgeschieden werden kann, da es sich durch die niederen Invarianten 
K. J. L, 4 ausdrückt. Führt man für N den Werth 


17.) N = 2L4-—KJ 


ein, so verwandelt sich die Gleichung (14.) in die folgende: 
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MH 


18.) K°D= KIAL-L3- 
und die Gleichung (12.) giebt zunächst 
K’L+4(M’+4L’)+ K’IS’—4KJLA 0 
und wird mit Anwendung von (18.) durch K° theilbar. so dass man die 
niedrigere Gleichung erhält: 
19. L = 4D4-J”. 

Hieraus lässt sich also schliesslich alles durch X, 4, D, J ausdrücken. 
nur M nicht, wohl aber dessen Quadrat. so dass diese Invariante eine ähn- 
liche Stellung einnimmt, wie die Hermitesche Invariante bei den Formen fünl- 
ten Grades. Für N hat man mit Benutzung von (19.) aus (17.) den Ausdruck 

20.) N = 8Df-24P°—-K), 


und M° ergiebt sich aus (14.) in der Form: 

21.) = = — AU +JLK—-DK = —K’D-+4KJD4A—KF—16D’P+SDI IS — AI 
Die Resultante AR von « und e: 

a » 3 dd 

0 a 3b 3c d 

R= a 2 y 00 


0 02 » 0 





Ä 
0 0 ee 2D 


muss mit AU multiplieirt werden, damit man rechts die Coeffieienten der typischen 


Ay | 
ZE 


Form einführen kann, und es wird daher: 


M —-3N —34M AN+K 0 

0 M —oN —3AM AN+K 
KR=|1 0 A 0 0 

0 1 0 A 0 

0 0 1 0 A 





Zieht man hier die zweite Vertikalreihe mit 7 multiplieirt von deı 
vierten, und die erste mit — 4° multiplieirt, so wie die dritte mit 7 multiplieirt 
von der letzten ab, so verwandelt sich die Determinante rechts in eine zwei- 
reihige, und man erhält: 

'4A4N-+K° 4M 


K’R=— = —-(44N+K’)’— 161", 
—44M 44N+K° 








166 (Clebsch, das simult. Formensystem einer quadrat. u. einer cubischen binären Form. 


und mit Hülfe von (12.). (16.) wird dies 
K’R = — K'—-8ANK’— 16. (N + A7°) 
— — K’(K’+8AN—164L) 
= — K’(K—-8A]) 


oder es ist endlich 


22) R= 84AJ-K. 


Die Funetionaldeterminante 
(0 = a, H,— H, u; 


wird aus (9.),. (19.): 
IE A i . AM’ 2 an En 
KV= (— +LN Jg +(3194—3 N)Mgp+ ( —3NAL+RN’— LK )p'g 


+ C+ - LP- )Mp' 


oder indem man mit Hülfe der Gleichungen (14.), (16.). (17.) die Division 
durch K ausführt: 





‚99 \ ,,9M 3N , AM . a 
23.) K'Q = Lg +"5p'4- 5 m p’, —K 2Dg + m +zP 


Ich werde jetzt die oben betrachteten Formen untersuchen, indem ich 
an Stelle von # die zusammengesetzte Function zu-+40 setze. Nach der 
Theorie der binären cubischen Formen ist 

zu 
Oro = (20 —4Du).y(z, 4). 
D..30 = D.y'z, )). 


ZuU- 


(A ao = H.y(z}), 
(24.) | 


Wo 


| 


(235.) (2,4 = z+Di. 


Ferner wird, indem man p, q aus (2.), aber mit Zugrundelegung der 


typischen Form, und für zu+370 statt für « bildet: 


| Kpauno = («K-F)p— ‚Lg, 


„M 


(26.) 
a —— .LAp+(zK— 5J17 





Die Determinante Ä. 


zu-+ 


Product der Determinante derselben Formen nach p und qg mit der Deter- 


;o dieser Formen nach x und y zerfällt in das 
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minante von p und g nach x und y, welche K ist. Daher hat man: 


En „ AMN’ 
K.K, = FE An -+ 


zu+/l) 


3 SER, 
oder indem man mit Hülfe von (18.) durch A dividirt: 

27.) Kuno=#K—MxA-+(JL-KD)E = w(z, 3). 
Mit Hülfe der Functionen y und w drücken sich nun die übrieen für zu--40 


sebildeten Invarianten sofort in folgender Weise aus: 


Furo = J:.9l%,R), 
\huc a hy sk). 
98) | Bi. EN A 2) - v z.4) 
| R.yp(z,4) +1 Kyp(z,A)—w(z,A)N, 
IN. so = p(7,4)12ALyp(z,4)—Jw(z,k)\ 
= Ny(z, 4) +Jp(2,1)iKop (2, A)—w(z, At. 
Eine besondere Betrachtung erfordert die Form M,,.;o. Aus (21. 


erhält man: 


1 > — [AL (2,2) —JLy(z, 1) w(2,A)+Dy (2, A)\.g’ (2,2). 


Bemerken wir nun, dass die Determinante von g-+ow den Ausdruck hat: 
D +JLo 1 en ILo‘, 
so sieht man, dass die links in (29.) vorkommenden Coellieienten die simul- 





(29.) 


\ 


tanen Invarianten von g und w sind. und dass also nach bekannten Sälzen 
der negative eingeklammerte Ausdruck das Quadrat der Fundamentaldeter- 
minante von p und w nach z und 4 ist, dividirt durch 16. Indem man also 
die Quadralwurzel zieht. erhält man 

u ow op ow op‘ n 

30.) Maaso = 4 —- —- —-— -).p(z, 4 

\ ) M ,„u+:0 > O% aA DA Ox / [ j . 


Das Vorzeichen der rechten Seite bestimmt sich sofort, indem man 4=0 setz! 


Die Punkte für welche H verschwindet, haben in der Geometrie der 
Geraden bekanntlich die Eigenschaft, mit den drei Punkten «= 0 ein System 
zu bilden, welches bei eycelischer Vertauschung der letztern sich selbst immer 
projectivisch bleibt. Ich will diese Punkte zu den ersten eyelisch-projeetivisch 
nennen. Das Verschwinden der Invariante J sagt aus, dass diese mit den 
Punkten o=0 harmonisch liegen. 
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Setzt man an Stelle der Gleichungen e=0, a=0 die Gleichung eines 
iiegelschnitts und einer Curve dritter Ordnung, so entspricht der Invariante 
eine zugehörige Form vierten Grades, welche entsteht, wenn man J als sym- 
bolisches Determinantenproduet darstellt, und jede Determinante durch eine 
Reihe von Liniencoordinaten erweitert. Man hat also den Satz: 

Die Geraden, welche eine Curve dritter Ordnung so schneiden, dass die 
zu den Schnittpunkten eyelisch-projectivischen Punkte der Geraden zu deren 
Schniltpunkten mit einem gegebenen Kegelschnitt harmonisch liegen, umhüllen 
eine Curve vierter Classe J,;. 

Lest man durch die drei Punkte «=0 auf der Geraden, welche zur 
Darstellung der Werthe - dient, eine Curve dritter Ordnung. und sucht dann 
für einen der Punkte e—=0 die Polare, so erhält man ein Punktenpaar: such! 
man für dieses und den anderen Punkt ©=0 den vierten harmonischen Punkt. 
so findet man den Punkt »y=0, und wieder zu diesem und den beiden Punkten # = 0 
harmonisch liegt der Punkt g=0. Die Gleichung K=0V sagt nach (3.) aus, dass p, 
und also auch q mil einem der Punkte e zusammenfällt: und dieses kann nur ge- 
schehen,. wenn eine der Polaren der Punkte e=0 durch den andern Punkt = 6 
geht. Danun wieder der Invariante K=0 für die oben angegebenen Betrachtungen 
in der Ebene eine Curve sechster Classe entspricht. so hat man den Salz: 

Die Geraden, bei welchen die in bezug auf die Curve dritter Ordnung 
genommene Polare eines Schnitipunktes mit dem Kegelschnitt durch den andern 
geht, umhüllen eine Curve sechster Classe K,,. 

Der Gleichung ./=0 entspricht in gleicher Weise die Gleichung des 
kegelschnilts in Liniencoordinaten, der Gleichung D=0 die der Curve dritter 
Ordnung in Liniencoordinaten. Die Gleichung A =0O aber giebt das Product 
der Gleichungen der Schnitipunkte beider Curven. 

Wesen der Gleichung R= 4J—K sind nun die 12 gemeinsamen 
Tangenten von I=0O und K=0O auch Tangenten von R=0, d.h. sie gehen 
paarweise durch die Schnittpunkte des Kegelschnitts mit der Curve dritter 
Ordnung. Daher fallen solche zwei immer in die eine Tangente des Kegel- 
schnitts in dem betreffenden Punkte zusammen, und man hat also den Satz: 

Die Curve K, berührt den Kegelschnitt in seinen Schnittpunkten mit der 
Curve dritter Ordnung. Die noch übrigen 6.4= 24 Tangenten, welche von 


den Schnittpunkten an K, gelegt werden können, sind zugleich die Tangenten, 


welche von jenen Punkten an die Curve J, gezogen werden, und die 24 ge- 
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S meinschaftlichen Tangenten von J, und K, schneiden sich also zu A in jenen 

J Schnittpunkten. 

- Aus der Definition (11.) von L folgt ferner: 

1e Jede Gerade, welche die in Bezug auf die Curve dritter Ordnung ge- 
nommene zweite Polare der Schnittpunkte der Geraden mit dem Kegelschnitt, 


FR in einem der zu ihren Schnittpunkten mit der Curve dritter Ordnung eyelisch- 


kt 
PM projectivischen Punkte trifft, berührt eine Curve achter Classe 1. 
on Und aus (19.) folgt für diese Curve: 
Die Curve L, berührt den Kegelschnitt in S. und die Curve dritter 
r Ordnung in 24 Punkten, deren Tangenten zugleich die Curve J, berühren. 
Ferner, weil NM der Coelflicient von g’ in « ist: 
e Jede Gerade, für welche die zweite Polar eihrer Schnittpunkte mit dem 
e Kegelschnitt, in Bezug auf die Curve dritter Ordnung genommen, durch einen 
ai Schnittpunkt der Geraden mit letzterer hindurch geht, umhüllt eine Curve 
and neunter Classe Ms. 
P; Endlich aus (21. 
er Die 45 gemeinschaftlichen Tangenten von K, und 1, berühren auch 
’ die Curve M,. Ebenso wird M, von den Tangenten der 24 Punkte berührt, 
u in denen L, und die Curve dritter Ordnung sich berühren, und von den Tan- 
genten, welche in den Schniltpunkten an den Kegelschnitt gezogen werden, und 
ng welche zugleich K berühren. 
er Giessen. den 28. Juli 1867. 
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Ueber Abelsche Integrale dritter Gattung. 


(Von Herrn @. Roch*).) 


In einem früheren Aufsatze Bd. 65 dieses Journals habe ich die Aus- 
drücke der Integrale dritter Gattung für p=2 entwickelt. Ich will jetzt die 
entsprechenden Entwicklungen für ganz allgemeine algebraische Integrale dritter 
Gattung geben. Hierbei setze ich, wie a. a. O., die Riemannschen Bezeich- 
nungen als bekannt voraus und zugleich wende ich eine der dort gebrauch- 
ten Abkürzung ganz analoge abgekürzte Schreibweise an, indem 

(01,023 ...0,) 
durch 9\e) bezeichnet werden soll. Dem entsprechend sei ein Punkt der 
Fläche T, in welchem die p endlich bleibenden Integrale x,. ... , die Werthe 
1»... @, haben, kurz als Punkt «& bezeichnet. 


4 
Der Ausdruck 
ut u 4... + ul) — eo) 


lo () u lo \ | I | jur AR 
. °> Hut+wW+u"t.. ul) — P) 





ist. wie Betrachtungen zeigen, die denen des angeführten Aufsatzes ganz analog 
sind, eine Summe von » gleichgebauten Integralen dritter Gattung. Die oberen 


Grenzen dieser Integrale sind die Werthe z, 2,, &, ... 2,_1, Welche den 
Punkten x, «, @, ... u'””P zukommen. Jedes dieser Integrale wird lo- 


earithmisch unendlich, wenn die obere Grenze nach « oder 3 kommt. Wir 


schreiben 
| lo () f isch) - dz - =. 4b) ds. + f »-ı [3 a,b) dz + 
Zu oF es oF a: ÖF en C 
LT . l zn ; 2 
t os Z, Os E. ös 
' Aa 


Durch Differentiation nach z findet man: 








d 
9 (Zu) (Eu) — Yu — e) er 3 (Zu — P) 
2 7 WOERREERE 
5 » Hu —a)d(Lu —#) ’ 
und dies muss unabhängig von z,, ... 2,_, sein. Legen wir die p—1 Punkte 


2... a7 so, dass sie mit dem Punkte « die Nullpunkte einer Function 


*) Der talentvolle Verfasser ist leider durch einen frühzeitigen Tod fortgerafft wor- 
den, er starb zu Venedig am 21. Novbr. 1866 ım noch nicht vollendeten 27 Lebens- 
jahre. 
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sind. bezeichnen wir mil y', ... y?”° die p—-2 übrigen Nullpunkte von f. 


/ 
so ist 
Un AR TORE DEE" : mu ı DR DRET® AR UOF SG. DE RRREEE ERF |.) 
uUruU- ru rerrn F3 0, 
r =: 
oder Zu — 27. 
Daraus erkennt man. dass für diese Wahl der Laee der Punkte »'. ... „7 ' 
"= d i , . i 
Zähler und Nenner von 7 le® Null sind. Ganz wie a. a. OÖ. muss man. um den 
Werth zu erhalten. Zähler und Nenner zweimal differentiiren und erhält dadureh 
d’ R d’ ö 
— da —a - (Zu —/ß 
d dz' dz” 
—lge0 = 1- 2 Ä 
0 ”* a a 
dz dz 
d . i i j . 
Da e* |eQ0 eine aleebraische Function von z ist. so kann ihr Werth auch 


nicht geändert werden. wenn man nach Ausführung der Dilferentialionen auf 


< 








der linken Seite für Fa die congruenten >y setzt. Durch Ausrechnune 
findet sich 
Bi N 2 u ö 5’ . 2/_ P gr, ” 
Is; a,b) a I \ 92 Dr. zy ta 1, 9,2 ”' (Zy--A)+t---) 
oF s oF t f, (2 Fr Sy @)—+ + (2 UF ’3 | ß a 
2 OS Os 
= d d 
C r „> i \ ” a. gs, ’ ni 
F ui | @)—-Q,\? F _) 5 -@, (2 
er dz dz 
: F (2y a) p(2)+ 2 Fi Sy | ß p(z 


Bezeichnen wir mit ,(3) die Function g, welche in den p—2 Punkten y und 
in « verschwindel, so ist 


Const.9.(2) = I (Fy+ta)yı(2)+ +4, (Zy+o)gy,(2). 
denn wegen J(2y-+e)=0 ist der Differentialquolient dieses 9 nach jedem 
der y und nach « auch Null. Dies zeigt, dass der gegebene Ausdruck für 
p.(z) in der That in den 7 und in « verschwindet. Ebenso sei g,‘'z, Null 


in den und in 9, so isl 


‘ 
Const.g,(z) —— 3(=2y+P (p1 (2 $, >, I)p,(z 
Daraus ergeben sich die beiden letzen Glieder in I auf der rechten Seite 
2 
von (2.): os 
2 ‚ digpa(%)  diep,(&) 
ati z dz 2 dz 


Bis jetzt haben wir die p—2 Punkte y ganz willkürlich angenommen. Wählen 
227 
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wir sie jelzt so, dass sie mit « und 5 die p Nullpunkte einer Function 4 
sind. so können wir ,(2)=g,(z) annehmen, und es entsteht: 








2 /„\,9' ‚(2 u - ... 
1) fa) = 4 OHH+)+-_ WANEMH- 
fi ee F 2Y- j: ch fi ir; 7 I 

Die Zähler sind die homogenen ie Formen von (2), »-- 9,(3). 
so dass g}, (3), den Factor 9,,(£y+e) oder 9,,(2y+B) hat. 29,(2)9,(8 
«> v) hat u Factor 

( FE Ba m DT, 

’u,(Zy+o) oder I,(Zzy+P). 


Die additive Constante in (1.) kann leicht bestimmt werden. Legen wir die 
I, Ss... &,_, so, dass sie mit den p—?2 Punkten 4 die 2» —2 Nullpunkte 
einer Function y ausmachen, so kann man schreiben: 

zu+21I=l0, 


oder genauer 


4.4. LP 9132 1..1240 9 — n,nit RE 5 
‚> 7U,7 ru ee a — Ya TYıdı7 1, &ıp 
>. 
nn — + u... .— (p- )_ı - VAR RPRaRr ee ir *) “ _—— -— 
U, %, u, A, 4, = 1 „4,1 1 Nippon 


Dann giebt 3=/[, 3, ={.. 





Der Quotient wird wieder Null durch Null. Nimmt man die Iu,, ... Zu, 


um dj» ... 0, von den durch (5.) gegebnen Ausdrücken verschieden an, so 
ergiebt sich 





i . f ) TR RE FR _— f 
+2 (nl — Pı) FH, (%,— P2))- 


Dies wird wieder einfach, wenn die 4 mit @ und > Nullpunkte einer Function 
y sind. Fürp=3 ist g durch die p—1= 2 Punkte «@ und / bestimmt; in 
diesem Falle muss also dann A auf y fallen. Es ist nämlich jetzt, analog 
wie vorhin y,(2)=g,(z) wurde: 

I (Zı+e)y(lz)+- = Const. (9, (ZI+P)ypı(l2)+'*). 
wenn in den 4 und « sowohl als auch in den 4 und ? nur je eine Funclion 
y verschwinden kann; diese müssen dann bis auf einen constanten Factor 


identisch sein. Aus dieser Eigenschaft, welche die letzte Gleichung aus- 
drückt, folgt: 








(6., 7 Le — Br —— 9 
zu (234 P) 
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so dass 
F (Site) ; 
 — Ani RE Be a FE .R 
(8. | . 5 I, Bra." (A Nu Tand Ye pP, ) 
| 2 l =— 1. 2 “.. P- 
Es ist also nöthig,. die Summen der p Integrale «,,. ... a,, jede derselben 
über die p Punkte £, T,... 7” und über die p—2 Punkte A ausgedehnt, zu 


kennen. Die Art der Bestimmung der Anfangspunkte wird vielleicht deutlicher. 
wenn wir sie geomelrisch fassen. 

F(s,2)=0 sei die Gleichung einer Curve. Dann sind 9=0 die 
Gleichungen von Curven, welche durch alle Doppelpunkte der ersteren hin- 
durchgehen und ausser in diesen Punkten noch in 2»—2 Punkten, von denen 
p—1 beliebig sind, schneiden. Wir legen eine solche Curve 9=0 durch 
e und #5; p—? beliebige der noch übrigen p Schnittpunkte nehmen wir als 
Punkte 4 und legen durch diese eine neue Curve = 0; die p Schniltpunkte. 
die diese ausser 4 noch besitzt, sind die £, CT, ... u, 

Z.B. für p=3 ist durch «@ und 
5 bestimmt. F=6 ist die Gleichung einer 
Curve vierter Ordnung, g—=0 die Gleichung 
einer Geraden. In der Figur kann man y 
oder Ö als 4 nehmen; dann erhält man, 
indem man durch 7 oder d eine neue 
Gerade legt, zweierlei Bestimmung der 
Anfangswerthe. ! {“ 

Die p— 2 Punkte, die ausser « und 
P (in der Figur entweder y oder Ö) nicht /a” 
als A genommen sind, sollen mit’, ...2'7”” 
bezeichnet sein. Entweder ist also für p= 9: 

y der Punkt 4, d der Punkt 
oder d - - N,y - - 
Dann habe man 


f 


' Bw) wi a | 
8.) \a+Pıtr=Z4 +2 = 8mM+&A1+ E,Cı,; 


LI LFI) L Nu) — 2 mi- ee 
(a,+ß, +3 Pr" = &8,n0i+ 80,7 F2,0,.5 
und dies giebt: 


/ 


(»—1) u rn 5 4 | | 
A, + ut ++ un = + Pı+=%: + (mE, TU NE) A177 ... + } .—ü Ayns 


ER PER (v-1) I LI42V)L(n — \mit-(n ) we ei 
ru ent ht +) + m—a)a tt —E,), 
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(Zu— u ; . 
Setzen wir dies in den Ausdruck für € 18575 5 ein. so ereiebt sich. dass 
zu en ; ” 3 
bei derselben Wahl der Anfangswerthe wie früher, auch 
/ Y ‘ / \/ IN ı 0 \/ EN vu | H 9) 
(9.) EG = (ma) -P)+ +), —P,)+ 6 
Fr, = a) 
ist. Der Vergleich mit (7.) liefert: 
(824) HılEi-+ A) a 339 . 
10.) Ig(‘ - ) = 2a (u -Pi)t+ +, P,))- 


F (22-+ 0) 3 (SA +@) 


Die Form der 9-Ausdrücke. welche zu Integralen dritter Gattung führen für 
p=2, kann man in noch etwas anderer Weise, als bis jetzt geschehen ist. ver- 
allgemeinern. 


Man kann nämlich von 
Ban 
Iu— WW — 2 a) 


lg ,—,_ a le 0) 


j E 


ausgehen. 

Es ist dies eine Summe zweier Integrale dritter Gattung: das erste. mil 
der oberen Grenze 3, zu « gehörig. wird in den p—1 Punkten @ und den 
p—1 Punkten 5 unendlich. Das zweite, mit der oberen Grenze z,. zu «' 
gehörig, wird in den Punkten unendlich, welche den @ und ? respective durch 
eine Gleichung 9=0 verknüpft sind. Wir schreiben 


| a ee Es 
11.) 10 = 7 dz- J da. 
t ae ‚ 





os 2 s 
dl» (0) . » . N ° . 
Der Ausdruck u wird eefunden. indem man x#«—=x setzt. Dann ist in 
(US (iu 


diesem Ausdruck Zähler und Nenner Null. und eine ganz ähnliche Rechnung 


wie früher ereiebt: 


Br. PU u. er x we 
a _ı 1 II EIdtr _ MITTEN t 
\ or "OF \ 9, II La)+ DIESEM) +t- N 
12. OS Os 
8 M29al) _dlepslz) 
. dz dz 


) 


Hier ist 9,(2)=0 in den p—1 Punkten o, 9,(2)=0 in den P. 


Will man f’(z) haben, so braucht in (12.) nur +!F« für -—Ie, +87 


| I 
für — 3/7 geselzt zu werden. Bemerkenswerth ist der Fall, wenn die « und 
7 selbst durch eine Gleichung „= 0 verknüpft sind. Dann ist 


Pa\2) = Pi2) 
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und es ist einfacher: 








p—i 
‚4% nr p (2) ‚(&a) rn 
(13.) f:)=- Pı\ - ‚ f' zZ —f . 
>> or (2) D} ‚(e) 
I (u— u — Fa) ı f(z 
(14.) 87 er 7 da — N) de -U. 
I(u— u +!) F of 
{ Os 
Die Constante C ist offenbar ni, wenn man u — si annimmt. Denn für 
„ nahe gleich « wird die linke Seite 
Ö: ( Rn N 
lo - Il) 
” Ö 3 Ai - Na) ers D E 


Im früheren Aufsatze ut ich für p=2 die Formel für die Vertauschung 
von Parameter und Argumen! angegeben. Man kann durch ein sehr einfaches 
Verfahren die allgemeinste Formel dieser Art erhalten. Nimmt man auf (1. 
Rücksicht, so ist offenbar, wenn wir jetzt mit x und y die oberen Grenzen 


der Integrale für die Punkte # und © bezeichnen: 








| Yutu +++ u) — eo) (oo +wW-+..-+4 ur) —a ıv f(2,a,b / 
0 — — [0 - _— — = - -(12 
oIlu+wW+ Lu) —-H) Io Hu. + u) — 9 öF 
F 
Y US 
Sind nun die Punkte ®', ... ©?” so bestimmt, dass 
+ Hure He VI N, 
so ist die linke Seite bei etwas anderer Anordnung identisch mil: 
3(@ +0 - er) — u IB -+ 0 +++ 009 — u) ra f(z 
lo — . W Ben ra. TEA Ira u —— [ASZE > Y, ’_dz 
I(a+v-+.-+vlr)_—v) IB +-U +. tee d—p oF 
i = 
/ OS 


Man hat daher ganz allgemein: 


‚a4 x f(2,Q, b) vaflz,x,y) 
(15.) N -—ds = / (2, y) dz. 
1 





OF 
F O Ss / > C Y RN) 


Halle, im Juni 1866. 


€ 
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Note sur Palgorıthme des tangentes doubles d’une 


courbe du quatrieme ordre. 
(Par M. A. Cayley & Cambridge.) 


OÖ. n’a pas. je crois, assez fait attention & Valgorithme (tire de la 
eonsid6ration d’une figure dans l’espace) qua trouve M. Hesse (dans le m&moire 
„Ueber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung“ t. XLIX de ce 
Journal, 1855) pour denoler les tangentes doubles (ou bitangentes) d’une 


courbe du quatrieme ordre. Woici en quoi cet algorithme consiste. En em- 


plovant les huit symboles 1. 2. 3, ... 8, les 28 bitangentes sont representdes 
par les combinaisons binaires 12. 13, 14, ... 78. Cela pose, considerons 
une expression quelconque 12, 13, 14, ou 12, 34,... ou disons un ..terme* 


qui represenle un systeme d’une seule ou de plusieurs des bitangentes. On 
peut operer sur ce terme avec deux especes de substitutions: la substitulion 
ordinaire qui consiste A changer l'arrangement 12345678 des huit symboles 
en un aulre arrangemeni quelconque; el la substitution „bifide* representee 
par un symbole tel que 1234.5678, lequel denote quiil faut entrechanger les 
combinaisons 12 et 34, 15 et 24, 14 et 23. 56 et 78. 57 et 68. 58 et 67. 
en ne changeant pas les aulres combinaisons. Par exemple en operant avec 
1231.5678 sur 34. 45. 56. 17 on obtient 12, 45. 78. 17. Le nombre de 
ces substitutions bilides est 35. ou en comptant la substitution, unite, qui ne 
change aucune des combinaisons, ce nombre est 36. 

Appelons ..homotypiques“ deux termes qui se derivent l’un de l’autre 
par une subslitution ordinaire; ..syntypiques‘ qui se derivent Yun de l'autre 
par une substilution ordinaire ou bifide: „.sous-groupe‘ le systeme entier des 
termes homotlypiques a un terme donne: „.groupe** le systeme entier des termes 
syniypiques A un terme donne. Un groupe peut contenir un seul sous-groupe, 
ou plusieurs sous-groupes; mais il importe de remarquer que la nolion du 
sous-groupe na pas de significalion geometrique, ei ne sert que comme moyen 
de former les termes du groupe. Cela elant, le Iheoreme geomelrique est 
celni-ci; „les systemes de bitangentes representees par des termes syntypiques 


(ou aulrement dit, par des lermes qui apparliennent au meme groupe) ont les 


memes proprieles geometriques.“ 
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Par exemple. en considerant les bitangentes deux a deux. on a deux 


sous -groupes. lun compos&e de termes homotypiques a 12. 13: Vaulre, de 
termes homotypiques a 12, 34 — ou disons, le sous- eroupe 12, 13 de 168 
termes et le sous-groupe 12, 34 de 210 termes: mais ces deux sous-groupes 
ne forment quun seul groupe: pour montrer cela il suffit d’operer sur 12, 13. 
par exemple avec la substitution 1245.3678, ce qui donne 45. 13 Terme 
homolypique a 12, 34. Cela veut dire quil n’y a pas de combinaison de 
deux-bitangenles qui se dislingue d’une maniere queleonque de toule aulre 
combinaison de deux bitangentes. 

Mais en combinant les bitangentes lrois a lrois. on a les deux sous- 
sroupes 12, 34, 56 (420 termes) et 12, 23. 34 (S40 termes) qui forment un 
groupe de 1260 termes; les trois bitangentes representees par un queleonque 
des 1260 termes ont leurs six points de conlact sur une meme conique. Les 
trois aulres sous-groupes 12, 23, 31 (56 termes). 12, 23. 45 (1680 termes) 
et 12. 13. 14 (280 termes) forment un groupe de 2016 termes ei pour 
trois bitangentes represenlees par un terme queleonque de ce groupe, les six 
points de contact ne sont pas silues sur une m&me conique. 

Comme un autre exemple jexplique la constitulion des 63 „.groupes“ 
de Steiner (voir le m&moire de Steiner, „.Eigenschaften der Curven vierten 
Grades rücksichtlich ihrer Doppeltangenten“ t. XLIX de ce journal, 1855) ou 
(pour eviter l’emploi de ce mot groupe dans une nouvelle signilication) disons 
les 63 termes @ de Steiner, chaque tlerme compose de 6 paires de bitan- 
sentes. On a iei un sous-groupe de 35 termes @, de la forme 

12, 34, 13, 42, 14, 23; 56. 78; 57, 86; 58. 67 
(pour abreger on peut denoter ce terme par 1234.5678), el un sous-groupe 
de 28 termes @, de la forme 

13. 32, 14, 42; 15, 52; 16, 62; 17, 72; 18, 8 
(pour abreger on peut de m&me denoter ce terme par 12.345678), les deux 
sous-groupes forment le groupe des 63 termes @. 

Steiner a de plus considere les ..systemes‘* ou disons les lermes $,. 
S,. composes chacun de trois termes @; savoir 315 termes S, et 336 termes $.. 
Les 315 termes S, sont ici un groupe compose d’un sons-groupe de 105 
termes 3@, de la forme 

1234.5678: 1256.3478: 1278.3456 
et un sous-groupe de 210 termes 2@,+G@, de la forme 
12.345678: 34.125678 et 1234.5678. 


23 
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Et de meme les 336 termes S, sont un groupe compose d’un sous- 

sroupe de 280 termes 2G,+G, de la forme 

1234.5678; 5234.1678 et 15.234678 
et un sous-groupe de 56 termes 3@, de la forme 

12.345678: 13.245078; 31.245678. 
Il va sans dire que je me suis servi de l’abreviation 1234.5678 pour denoter 
le terme 12, 34; 13, 42; 14, 23: 56. 78; 57, 86; 58, 67; et de meme 
pour les aulres lermes @, ou @,. 

M. Arorhold (dans le memoire „Ueber den gegenseitigen Zusammen- 
hang der 28 Doppeltangenten einer allgemeinen Curve vierten Grades“ Berl. 
Monatsber. Juli 1864), parlant de 7 bitangentes donnees, a Irouve une con- 
struction pour les autres 21 bitangentes. Les bitangentes donnces doivent etre 
independantes: savoir pour trois quelconques de ces 7 bitangentes, les six 
points de contact ne sont pas silues sur une meme conique. Les bitangentes 
representees par les termes 12, 13, 14, 15, 16. 17, 18 sont un tel systeme 
de bitangentes independanles; el en denotant de cette maniere les 7 bitan- 
rentes donnees, la bitangente construite par le moyen de la conique qui touche 
cing de ces droites, par exemple les droiles 38, 48, 58, 68, 78, (ou conique 
34567) peut etre denotce par 12, et de meme pour les auires bitangentes 
cherchces; on a ainsi le systeme entier des bilangentes denotees comme au- 
paravant par 12, 13, 14, ... 78. 

Jajoute que le groupe qui conlient 18, 28, 38, 48. 58, 68, 78 est 
compose d’un sous-groupe 18, 28, 35, 48, 58, 68, 75 de 8 termes, et d’un 
sous-groupe 12, 23, 31. 48, 58. 68, 75 de 280 termes; le groupe conlient 
done 258 termes; savoir il v a ce nombre 258 de systemes de sept bitan- 
ventes independanles qui peuvent chacun servir a trouver par la construction 
dAronhold les autres 21 bitangentes. 

P.S. Jai trouve a propos de la methode de M. Aronhold une forme 
commode pour lequation de la conique qui louche ceing droites donnces; 


en supposant que l’on ait identiquement e+y+z+w=0, et que les droites 








donnces soient z=0, y=-0,3=0, w=0, el ac+by+ez+dw = 0, lequalion 
de la conique est 
a—d)' (be) (ww+yz)+(b-d) (c-a)' (yw+zx) + (c—d) (a—b) (ze+.ry) = 0. 


Jajoute quen Eerivant pour abreger. 


a:P:y=(a—d)\b—ec):(b—-d)(c—a):(c—d)(a—b) 
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’-+ y 0) les coordonnees (z, Y,2, wo) des points de contact avec les 


dou o+/ 
droites 


z=0. y=(0, z2=0, »=0 sont (0,y,P,«), (Y,0,«,/). (P,a,0,y), (0,P,y,O 


respectivemen!: ei que les coordonnees du point de contact avec la droite 
ar-+by-+ ez+de =0 sont 


2:y:z:w = (bed): —(cda): (dab): — (abe 


ou, pour abreger, (bed) denote (b—e)(e—d)(d—b), et de meme pour (cda). 
dab). (abe). 


Cambridge, 23. septembre 1867. 
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Notiz über zwei Systeme von partiellen 
Differentialgleichungen. 
(Von Herrn Paul du Bois-Reymond in Heidelberg.) 


Be Untersuchungen im Gebiete der Theorie der partiellen Differential- 
sleichungen begegnet man nicht selten folgenden zwei Systemen linearer partieller 
Differentialgleichungen: 


O2y 0% 





I. Te ru. +. 1,4 =D En Pr 
7 nl : © u; „> 4 ds P 
03, 02, h 02, rT ) 
il. u — tu —4t.-- ru. — =U, p=1,2,...n. 
OXy OL, OX, P- 


Im zweiten System muss also die Anzahl der gesuchten Funclionen z gleich 
der Anzahl der Argumente x sein. 

Die Auflösung beider Systeme lässt sich mit der Integration gewöhn- 
licher Differentialgleichungen in Zusammenhang bringen, wovon in dieser Notiz 
die Rede sein soll. 

Was das System (I. betriffi. so hat Jacobi durch einen Verificalions- 
ealeul nachgewiesen *), dass seine Integrale willkürliche Functionen der In- 
tegrale folgendes Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen sind: 


dx, dr, da, ® da, } dz, y dam 


Fa \ 
gi — | — 850 en 


u, , I ee 5 a 
Für Lehrzwecke ist es vielleicht nicht ganz überflüssig zu zeigen, wie der 
Jacobische Satz sehr einfach und ohne Rechnung aus den bekannten Eigen- 
schaften der Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen folgt. 
Greifen wir irgend eine Gleichung des Systems (l.) heraus. z. B. die 
erste: 
03, 0% | 0% 


l.; u — +. -— +... +u,—=U, 
| oXx Or, O2, 


l 
und betrachten die Uebrigen als nicht vorhanden. so kann man diese Gleichung 
auffassen als eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung für z,. 


in deren Coeflieienten vollkommen willkürliche Functionen z,. 2;,, ... 2, Vor- 


] 


Ba. II. pag. 321 dieses Journals. 
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kommen. Sobald man über diese verfügt hat, ist bekanntlich das gesuchte 
Integral der vorstehenden Gleichung eine willkürliche Function der Integrale 
des Systems: 


u, U, U, Ü 
Statt jedoch von vorn herein die beliebigen Functionen 3,. 3;.... 3, der «x als 


vegeben anzunehmen, kann man zum vorstehenden System (2.) m I beliebige 
Differentialgleichungen hinzufügen, z. B. von dieser Form: 


dz dz, dz. dz, 
te ee, a Eben 


ae Sa 4 a zu 
wo die V beliebige Functionen der x und z sind. Dies läuft in der Thal 
auf dasselbe hinaus. wie wenn man die 3. 2&,. ... s, als von vorn herein 
gegeben annimmt. Denn denkt man sich die zur Bestimmung der 2, ... 2 
gegebenen Gleichungen differentiirt, und sowohl aus ihnen, als auch aus den 
Gleichungen (2.) die Differentiale d&,. da,. ... dx, eliminirt. so kann man 
die sich ergebenden m —1 Gleichungen zwischen den Differentialen dz auf 
die Form (3.) bringen, und da die V in derselben Zahl vorhanden sind. wie 
die für die 3. 23. ... 2, Willkürlich gegebenen Gleichungen. so sind die |] 
vollständig willkürlich. 
Denkt man sich jetzt die Integrale des Systems: 


7ER da 2 dd 3 —<— An de, da, ds, 


u, u, u, U ;f 


vorgelegt, so sind m willkürliche Funetionen dieser Integrale gleich Null ge- 
selzt, die Integrale von (1.),. wenn (1.) als eine Dilferentialgleichung für z,. 
%3% .. . 2, angesehen wird. in der die Differentialquotienten von 3). 35. ..- 3, 
fehlen. Auch dies liegt auf der Hand, sobald man folgendes beachtet: 
Hat man nämlich ein System von m-+x Differentialgleichungen: 
de,=A,ds,, p=1,2,..m,m+1,...m+n 
nebst ihren Integralen: 


= pl 23... Emm 3) Ph... m, m+1,....m+n 


und benutzt die Integrale &,., = Yarı>:-- nn nn dazu, um aus den übrigen 
Integralen einerseits und den Differentialgleichungen dx, = A,dz,... dır,„—=A,dz 


andererseits die Variabeln x zu eliminiren. so sind die so ver- 


'm-+1® 


LT In 


änderten Integrale &, = Yı. ... @%„= 9, die Integrale der veränderten Dil- 
ferentialgleichungen dx, —=X,dz, ... de„—X,ds. Denn differenliiren wir z. B. 
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das erste Integral @, = g,. in welchem nun 2,1. ... X nicht mehr ent- 


m-.n 


halten sind. so folgt: 


C 


r 
r 





I ) | 2 Am ' . 
Ox, or, OLn 02 


OP, y ‘ gu , 0 

AxX+axXt. + X + = 0 
Wäre g, kein Integral. mithin diese Gleichung keine Identität, so müsste sie 
eine Relation zwischen den Grössen: 


Ti» Le Ed Ts O nrı® mtn 


sein. Eine solche Relation kann es aber nicht geben, da man aus den » In- 
tegralen a, = mis » +: Amtn = Pmtn Nicht die n Grössen z,,1. --. z, eli- 
miniren kann. 

Dies berücksichtigt, denke man sich die Grössen #. 2. ... z, aus m—1 
der Integrale des Systems (4.) oder, was dasselbe ist, aus m—1 Combinationen 
dieser Integrale bestimmt. Diese Grössen 2. 3. ... z, Seizen wir ein in 
die übrigen Integrale des Systems (4.), in die Differentialgleichungen (2.) und in 
die Differentialgleichung (1.). Bestimmt man darauf z, aus einem der übrigen 
Integrale des Systems (4.) oder aus einer Combination dieser Integrale und setz! 
es in (1.) ein, so muss es nach der Theorie der linearen partiellen Differential- 
eleichungen erster Ordnung die Gleichung (1.) identisch erfüllen. Wir brauchen 
aber nicht, wie eben geschehen, die einzelnen Operationen algebraisch zu trennen. 
sondern es werden 2,. 22... . 2„, aus beliebigen m Integralen des Systems (4. 
bestimmt, die partielle Dilferentialgleichung (1.) erfüllen. 

Damit ist aber auch der Jakobische Satz bewiesen. denn wenn man 
z.B. U, statt V, schreibt, so werden die z, aus m Integralen des Systems: 


B; da dr 23 dd dz dzm 
«) — I = se Se - = - 4 - > 00 = 
l v vn 


u u, U, U a ; 

















bestimmt, jede einzelne der beiden Gleichungen: 


[os 


03, 03, 

















y f ' 
U, = TU - ... _ U — U 
Or, > Po L, 7 T ” ’ 19 
02, 02 02 
ö 2 1} 2 t 
un en U, ; u u me u, — 2 onsen Ü, 
x I 1% 2 OLn 


befriedigen. da nach dem Vorigen die erste erfüllt wird, und für die zweite 
genau dieselbe Betrachtung, wie für die erste, gilt, indem das System (5.) 
für beide symmetrisch ist. Ersetzt man nunmehr successive die V durch die U, 
so findet man schliesslich, dass die 3 aus m beliebigen Combinationen der In- 
tegrale des Systems (1“.) bestimmt, das System (l.) befriedigen, w. z.b. w. 
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Was ferner das System (Il.) anbelangt, so lässt sich leicht zeigen, dass 
es nur eine Transformation der Pfa/fschen Dillerentialeleichung ist. Multiplieiren 
wir nämlich jede der Gleichungen: 


02, N 02, ! | 02, y 
u Eh. u RATEN « — ; *) 
u, Ö I U, . | N HM - . U 9 p | “ n 7 .0. NH 


E vyr Yy ’ 
Or, OL, 





mit de, und addiren sie, so finden wir, wegen 





m 02, 
dz, — EBEN _ dr, TR i_ d.r = 
© 7 Or, z OLs 
6) mdsıtwds, +. +u,ds, = Ude, +U.de,+---+U,de,, 


eine Pfaffsche Gleichung zwischen den 2» Variabeln Br ii... 3 
deren » Integrale, die auf bekannte Weise mit den Inteeralen gewisser ve- 
wöhnlicher Differentialgleichungen in Zusammenhang stehen. auch die Integrale 
des Systems (11.) sind. Die Pfaffsche Gleichung (6.) und das System (I1.) sind 
vollständig äquivalent *). 

Ist umgekehrt eine Pfafsche Gleichung: 


A, de, +N,.dr,+.--+X, de, = 0 


mit ihren » Integralen gegeben, so können diese » Integrale dienen. um » von 
den Variabeln &,, X%,,...X%,, durch die » übrigen auszudrücken. Die letzteren 
spielen dann die Rolle von Argumenten, deren Inceremente willkürlich sind. 

v 


Es seien 2, &, ... x, die als abhängig, und ee a A 
als unabhängig gedachten Variabeln, so dass 
OL, . 107 ‘ 
de, => ds,ut 3 de,2+ "+ ——de., p=1,2,...n. 
OLu4 l OLn-+?2 OL 


Diese Ausdrücke in die Pfaffsche Gleichung eingeführt und die Coefficienlen 
der willkürlichen Differentiale dx,,,, d,.. ... dx,, gleich Null gesetzt, er- 
hält man Pure on von parliellen Differentialgleichungen: 

Mn .+X, En. X,» p=12...n, 


OXn-+p OLn+y Br p 


also ein System (11.). Solcher Systeme (Il.) erhält man durch verschiedene Wahl 


*) Ueber dieses System (II.) findet sich folgende Aeusserung bei Jacobi in seiner 


NONE „Dilueidationes ete.* (Bd. XXIII, pag. 86 dieses ae : (Juod et ıpsum 
(systema) ad aequationes differentiales vulgares reducı potest, sed ea multo ditfierlior 
est reduetio, et ad Caleuli Integralis problemata maxıme sublimma pertinet. Und n 


einer späteren Abhandlung (Theor. nov. Mult. ete., Bd. XXIX, pag. 248 dieses Journals) 


bewirkt er diese Zurückführung in einem sehr speeiellen F all. 
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(n-+1)...2ı 
1.2,...n 
schen Gleichung. aus der sie entstanden. völlig äquivalent sind. und die alle 


auf dieselbe Pfaffsche Gleichung zurückgeführt werden können. 
Diese Ueberführung der Pfaffschen Gleichung in die Lagrangesche Forn 
bietet öfters Vortheil, z. B. um die Bedingungen dafür zu erhalten, dass sie 





der abhängigen Variabeln -, die alle unter sich und mit der Pfaff- 


durch weniger als » Integrale befriedigt werden könne. besonders aber bei 
Behandlung eines Systems von zwei Pfaffschen Gleichungen. von welchen 
die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung abhängen. auf welche 
Punkte ich gelegentlich zurückkommen werde. 


Heidelberg. im August 1867. 

















Ueber dıe Anzahl der Kegelschnitte, welehe acht 
(serade ım Raume schneiden. 
(Von Herrn J. Lüroth in Heidelberg.) 


Ein Complex x Ordnung von geraden Linien (im Plückerschen Sinne) 
kann in speciellen Fällen degeneriren in eine Raumeurve »" Ordnung. Man 
kann die Bedingung. dass eine Gerade eine Curve schneidet. also die Glei- 
chung der Curve in Pflücherschen Coordinaten. wenn sie der vollständige 
Durchschnitt zweier Flächen von den Ordnungen m und » ist. leicht erhalten 
mit Hülfe eines Salzes, den Herr Clebsch (Bd. 59, pag. 1. f. dieses Journals) 


voepgeben hat. Man hat. nach der dort gegebenen Vorschrift. die Resultante 


n n 


zweier Gleichungen vom m” und »'" Grade symbolisch aufzustellen und die 
vorkommenden Determinanten durch andere zu erselzen, die in jeder Reihe 
zwei Buchstaben mehr und die Coordinaten zweier Ebenen 
u 
, % % 
als neue Reihen enthalten. 
So wird z. B. aus der Resultante 
|, ©, 


| — 
& . 8 


von zwei linearen Gleichuneen. die Gleichune 


dh % Ga, da, 


u u Rt 


3 


m m u 





©, (>B) ®; ®©4| 
einer Geraden erhalten. Aus der Resultante einer quadratischen und linearen 
Form, die symbolisch ist 


I; E 
= 0. 


2 | 
entsteht die Gleichung des Kegelschnitts 
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a, 


| b, 


On 
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u a. % 9% 


u Tr u} 


ıı % % U 


| 
| 
| 
v% 9% 9% | 
wo jeizt die 5b, die Coordinaten einer Ebene sind und für die symbolischen 
Produete a,a, die Coellieienten einer Fläche zweiter Ordnung geselzt werden 
müssen. 

Die Frage. wie viele Gerade nun nothwendig sind, um einen Kegel- 
schnitt zu bestimmen. und wie viele Curven so bestimmt werden, dürfte sich 
aus der obigen Gleichung. wegen der complieirten Beziehung zwischen den 
Coeflieienten, nicht leicht beantworten lassen. Ich habe es daher vorgezogen. 
auf zeometrischem Wege eine Lösung zu versuchen. die ich mir hier vorzu- 


lesen erlaube. 


I) Da ein Kegelschniti durch fünf Punkte bestimmt ist, so kann, wenn 
nur fünf Linien gegeben sind, jede beliebige Ebene einen Regelschnilt enthalten. 
der die fünf Linien schneidet. 

Sind sechs Linien gegeben, so giebt es folglich eine zweifach unend- 
liche Schaar von Ebenen. welche diese Linien in Punkten schneiden, die auf 
einem Kegelschnilte liegen. Diese Ebenen werden eine Fläche umhüllen, deren 
Klasse gleich ist der Anzahl von Ebenen eines Büschels mit der beliebigen 
Axe .r, welche die sechs Linien in Punkten eines Kegelschnilts schneiden. 
Bezeichnen wir die sechs Linien in irgend einer Ordnung mit a, b, ec, d, e, f 
und ihre Sehnittpunkte mit irgend einer Ebene des Büschels mit a’, b', d', d', €, Fr, 
so ist die Bedingung, dass die Scheitel der drei Linienpaare 

ab’ de 

be ef 

cd fa 
in einer Geraden liegen. nothwendig und hinreichend dafür, dass man durch 
jene Punkte einen Kegelschnitt legen kann. Dreht man nun die Ebene um «r. 
so wird die Linie ab’, da sie an a, b und » gleitet. ein Hyperboloid (abx 
beschreiben, ebenso die Linie d’e' eines (dex). und folglich wird sich der Scheitel 
des Linienpaares ab’, d’e auf einer Curve dritter Ordnung bewegen, die x 
zur Sehne hat und die wir mit A bezeichnen wollen. Die Scheitel der Linien- 


paare be’, ef und ed. f'« werden in gleicher Weise auf Curven dritter 


Ordnung DB und Ü liegen. die auch beide x zur Sehne haben. Die Ebenen. 
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welche der Aufgabe genügen. müssen nun A, B, C in Punkten schneiden. die 
auf einer geraden Linie liegen. Um ihre Zahl zu finden. nehme man auf x 
einen Punkt @ an und lege von ihm als Spitze Kegel durch A und B. Da 
diese in x eine Doppelkante haben. schneiden sie sieh in fünf Linien. Eine 
Ebene durch eine dieser Linien und «x gelegt. schneidet Ü nur in einem Punkte, 
der nicht auf x liegt. Dieser Punkt und der Schnittpunkt mit 3 bestimmen 
eine Linie, welche x in 5 treffen möge. Jedem Punkte @ entsprechen somit 
fünf Punkte 5 und ebenso umgekehrt jedem 3 fünf «. Wenn ein Punkt 

mit einem entsprechenden 5 zusammenfällt, liegen die Schnittpunkte der zuge- 
hörigen Ebene mit A, DB, C auf einer Geraden. Zu den zehn Fällen, in welchen 
dies. dem gegenseitigen Entsprechen von « und 9 zufolge, eintritt. gehören 
auch die beiden, dass «@ und 5 in einen der beiden Punkte fallen. die x mi! 
B gemein hat. Diese sind aber nicht zu rechnen, weil. einen dieser Punkte 
für @ genommen, jede durch x gehende Ebene die Eigenschaft hat. denselben 
Punkt für 5 zu liefern. Es bleiben somit acht Lösungen übrig. Ich habe hier 
angenommen, dass die sechs Linien in irgend einer Anordnung mit a,b, ... f 
bezeichnet seien. Da aber, wenn sechs Punkte in einem Keseelschnitte lieeen. 
jedes aus ihnen gebildete Sechseck ein Pascalsches ist. so ist klar. dass keine 
anderen Lösungen exisliren können als die acht eben gefundenen. Wir haben 


also den Satz: 


In einem Ebenenbüschel giebt es acht Ebenen. welche sechs beliebig 
segebene Linien so schneiden. dass die Schnittpunkle auf einem 
Kegelschnitte liegen. 
und folglich 
Umhüllen alle Ebenen. welche sechs Linien in Punkten eines Kegel- 
schnitts schneiden, eine Fläche achter Klasse. 
Nehmen wir an, es seien nur fünf Linien gegeben, so liegt in jeder Ebene 
des Büschels x ein Kegelschnitt, der diese fünf Linien schneidet. und alle diese 
Kegelschnitte bilden eine Fläche. Aus dem obigen Satze folgt dann der andere: 
Wenn ein veränderlicher Kegelschnilt an fünf Linien gleitet, so dass 
seine Ebene stets durch eine Gerade x geht. so beschreibt er eine 
Fläche achter Ordnung. 


Die fünf Linien liegen ganz auf der Fläche und die Gerade x ist sechsfache 
Curve derselben. 


24” 
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2) Jede durch eine der Linien a, ... fz.B. a gelegte Ebene schneidet 
nur noch 5b, e, ... f in einzelnen Punkten und enthält folglich einen Kegel- 
schnitt, der «a zweimal schneidet. Man kann desshalb vermuthen, dass jede 
durch « gehende Ebene doppelt zu rechnen sei. Um hierüber zu entscheiden. 
nehmen wir an, die Linie x. welche früher beliebig lag. schneide die Linie 
a in einem Punkte y, und suchen jetzt wieder die Zahl der Ebenen. welche 
durch x gehen und die sechs Linien in Punkten eines Kegelschnitts schneiden. 
Diese Kegelschnitte sind jetzt gezwungen durch den Punkt y zu gehen. An 
die Stelle des Hyperboloids (abx) tritt also hier die Ebene (yb). Diese schneidet 
das Hyperboloid (der) in einem Kegelschnitte A, der den Punkt y enthält. 
Die Hyperboloide (bex) und (efx) schneiden sich in einer Curve dritter Ord- 
nung B, die mit x zwei Punkte gemein hat, während die Flächen (ed.r) und 
(fax) wieder einen Kegelschnitt C erzeugen, der durch 7 geht. Einem Punkte 
co auf x entsprechen dann vier Punkte 5 und umgekehrt. Es fallen somit achtmal 
zwei entsprechende Punkte zusammen. Von diesen sind aber die beiden Schnitt- 
punkte der Curve 5 mit x nicht zu rechnen, so dass nur sechs übrig bleiben. 
Da jedenfalls acht Ebenen durch diese Linie ce gehen müssen, so ist die durch 
x und a gelegte Ebene, welche gleichfalls einen Kegelschnitt enthält, doppelt 
zu rechnen. Durch diese Untersuchung ist zugleich der Satz bewiesen: 


Die Ebenen der Kegelschnitte. welche durch einen Punkt gehen und 


lün! Linien schneiden, umhüllen einen Kegel sechster Classe. 
Durch jede der Linien «,... f gehen somit unendlich viele doppelt zu rechnende 
Ebenen unserer Fläche. Diese Linien sind daher als Doppeleurven zu be- 
trachten. 

Wenn ferner die Linie x vier von den sechs Linien schneidet. so hal 
jede durch sie gehende Ebene nur mit zweien der Linien veränderliche Schnitt- 
punkte gemein, die stels auf einer Linie liegen. Jede Ebene eines Büschels. 
dessen Axe vier der sechs Linien schneidet, enthält also einen zerfallenden 
Kegelschnilt. Diese 2.15 = 30 Linien sind einfache Linien der Fläche. Ausser 
diesen sechs Doppel- und dreissig einfachen Geraden enthält die Fläche keine 
geraden Linien mehr. 


3) Wenn nun sieben Linien gegeben sind «,...f, g, so kann man die 
Flächen achter Klasse construiren, welche gehören zu den Linien abedef und 
abedeg. Jede Ebene, die beiden Flächen angehört, enthält zwei Kegelschnitte, 


welche fünf Punkte gemein haben, also einen Kegelschnitt, der die sieben Linien 
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d, ».. 9 schneidet. Alle diese Ebenen bilden eine abwickelbare Fläche vier- 
undsechzigster Klasse. In dieser Fläche kommen 


aber Ebenen vor. welche 


zwei verschiedene Kegelschnitte enthalten und folelich nicht zu reehnen sind. 


Damit dies möglich ist, dürfen, wenn beide Kegelschnitte nicht zerfallen. nur 


vier der Linien a,... e in einzelnen Punkten geschnitten werden. Diese Ebenen 


bilden also die Büschel, deren Axen a, b. e, d. e sind. 


Jede dieser Ebenen 


ist vierfach zu rechnen, und die Klasse der abwickelbaren Fläche erniedrig! 


sich dadurch um 20. Wenn einer der beiden Keeelschnitte zerfällt. so muss. 


wie man leicht sieht, auch der andere zerfallen, und damit dann beide nicht 


identisch sind. reicht es hin. wenn ihre Ebene vier der Linien in Punkten einer 


Geraden schneidet. Dieser Bedingung genügen die Ebenen der zehn Büschel. 


deren Axen je vier der fünf Linien «. 


Klasse der abwickelbaren Fläche um weitere 


e 


trellfen. 


Hiedureh wird die 


IO erniedriet. so dass 


Alle Ebenen. welche sieben Linien in Punkten eines Keeelschniltes 


schneiden. eine abwickelbare Fläche vierunddreissiester Klasse bilden. 


4) Untersuchen wir noch, wie viele Kegelschnitte durch einen ge- 


m. 


gebenen Punkt gehen und sechs Linien z. B. bedefg schneiden. Die Ebenen 


dieser Kegelschnille sind nach 2) gemeinsame Tangenienebenen der beiden 


Kegel sechster Klasse, die zu den Linien bedef und bedeg gehören. Nich! 


zu rechnen sind aber die Ebenen durch den eeeebenen Punkt und die Linien 


b, c,d, e welche Doppeltangentenebenen jedes Kegels sind und die Ebenen durch 


jenen Punkt und die beiden Linien, welche bede schneiden. Daher der Satz: 


Durch einen beliebigen Punkt gehen achtzehn Kegelschnilte, welche 


sechs gegebene Linien schneiden. 


5) Wenn nun zu den sieben Linien noch eine achte Ak hinzukömmt. so 


bilden wir noch die Fläche achter Klasse, die zu den Linien abedeh »ehört. 


Die Ebenen. welche sie mit der abwickelbaren Fläche vierunddreissigster Klasse 


gemein hat, sind die Ebenen, welche die acht Linien in Punkten eines Kegel- 


schnitts schneiden. Auf dieser Fläche liegen aber auch die fünf Doppellinien 


abede und die zehn einfachen, welche je vier jener schneiden. und die durch 


diese gehenden Ebenen sind zu verwerfen. Die Ebenen, welche die abwickel- 


bare Fläche mit einer dieser z.B. « gemein hat, enthalten einen Kegelschnitt, 


der die Linien f und g und somit ausser a sechs Linien schneidet. Nach I 


sieht es acht solcher Ebenen. Jede derselben ist doppelt zu reehnen. Um dies 
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zu erkennen, bemerken wir, dass durch einen Punkt der Linie a z. B. 34 Ebenen 
der abwickelbaren Fläche gehen müssen. In 4) fanden wir achtzehn solcher 
Ebenen, die fehlenden sechszehn werden gerade durch die hier gefundenen ach! 
erseizt. wenn wir sie doppelt zählen. Eine Ebene dagegen, welche abed in 
Punkten einer geraden Linie schneidet, kann in zwei Lagen auch noch efg in 
Punkten einer Geraden treffen. Daher hat jede dieser Linien zwei Ebenen mit der 
abwickelbaren Fläche gemein. Wir haben also schliesslich das Resultat: 

Es giebt 8.34—2.2.5.8—2.10=92 Kegelschnitte. welche ach! 


beliebig im Raume liegende gerade Linien schneiden. 


Heidelberg. 12. November 1867. 
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Construction der Fläche zweiten Grades dureh 
neun Punkte. 


(Nach den hinterlassenen Manuscripten Jacob Steiners dargestelli 


von Herrn ©, F. Geiser in Zürich.) 


Die Aufgabe eine Fläche zweiten Grades durch neun im Raume be- 
liebig gegebene Punkte zu legen, ist bekanntlich durch die Herren Hesse (Bd.24 
dieses Journals), Seydewitz (Bd.9 des Grunertschen Archivs) und Schröfteı 
(Bd. 62 dieses Journals) gelöst worden. In den hinterlassenen Manuseripten 
Steiners ist nun ein mit kurzen Nolizen versehenes Quariblatt vorhanden. welches 
zeiot, dass Steiner bereits im Jahre 1836 zwei verschiedene Construelionen dieser 
Fläche gefunden hatte, die er aber nicht veröffentlichte, weil die zue&ehörigen 
Beweise nicht vollständig und einfach genug und die Construclionen nicht linear 
waren. Während, wie es scheint. die von Steiner als zweite dieser Lösuneen 
bezeichnete Construction nicht auf die nölhige Einfachheit gebracht werden kann. 
und sich desshalb zur Veröffentlichung nicht eignet, ist es gelungen, mil einigen 
Abänderungen und Vervollständigungen die erste derselben in eine Form zu 
bringen. welche, trotzdem die gesuchte Fläche xicht linear hergestellt wird. 
doch mit so geringen Mitteln zum Ziele führt, als man überhaupt bei der com- 
plieirten Aufgabe erwarten darf. Ihrer Darstellung ist die nachfolgende kurze 
Mittheilung gewidmet. 

Wenn den neun gegebenen Punkten in einer beliebigen Reihenfolge 
die Zahlen (1) bis (9) zugefügt werden, so lege man zuerst die Ebenen (123). 
456). (789). die man resp. mit I, H, III bezeichne: ihr gemeinschaftlicher 
Durchschnittspunkt heisse S. Die Schnillgeraden von II und Il. IH und 1. 


oesuchten Fläche 


l und Il, welche A, B, C heissen sollen, stehen nun zu der 
f; in der nachstehenden Beziehung: Jede der Ebenen I, I, Il hat mit f, einen 
Kegelschnitt gemein. und für diese Kegelschnilte zu je zweien genommen, 
sind die Geraden A, B, C gemeinschaftliche (reelle oder ideelle) Schnen:; 
kann man umgekehrt durch die Punkte 123. 456. 759 drei Kegelschnitte legen. 
für welche A, B, © gemeinschaftliche Sehnen sind. so liegen diese drei Kegel- 
schnitte auf f;. 

Man betrachte zunächst nur die Punkte (1) bis (8). Die Gerade (23 


trifft 5 und C resp. in Punkten 5b und e, von denen e mit (4). (5) und 6 
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eine Kegelschnitischaar bestimmt. Ein willkürlicher Kegelschnitt der Schaar 
schneidet auf C ausser ce einen Punkt ec’ aus, ferner ergiebi dieser Kegelschniti 
I56ce) auf A zwei Punkte a und a’, welche mit 


neuen Kegelschnitt in der Ebene Ill bestimmen. der die Gerade P ausser in 


\ 


7). (8) und b einen 


b» noch in einem Punkte 5b’ schneidet. Der Punkt b’ ist durch den Punkt e' 
bestimmt: wenn ec’ auf der Geraden Ü sich bewegt, so durchläuft b’ die Gerade B, 
und da zu jedem ce’ stels ein. aber nur ein b’ gehört. und umzekehrt, so 
sind B und © hinsichtlich der Punkte db’ und ce’ projectivisch. Aber b und 
ec gehen gleichzeitig durch S, d.h. B und © sind zugleich perspectivisch. 
und alle Verbindungsgeraden entsprechender 5’ und ce’ laufen durch einen und 
denselben in der Ebene I gelegenen Punkt M. Fassen wir jetzt die Geraden 
23) und (Mil) als Kegelschnitt X, auf, der ganz in der Ebene I liegt. und 


pa 


welcher einen bestimmten Punkt ce auf C ergiebt. so erhält man in der an- 
vegebenen Weise zu diesem einen Kegelschnitt A, in der Ebene II und einen 
Keselschnitt A, in der Ebene Ill. Diese drei Keeelschnitte haben die Geraden 
A, BD, © zu gemeinschaftlichen Sehnen. und gehören demzufolge einer Fläche 
zweiten Grades F, an, welche durch die Punkte (1) bis (8) geht. 
Wiederholt man dieses ganze Verfahren. indem man statt von der 
(reraden (23) nun von der Geraden (31) ausgeht. so erhält man in den 
Ebenen I, il. Ill drei neue Keeelschnilte K,. K;. K,. die wieder auf einer 
Fläche F, liegen, welche die Punkte (1) bis (8) enthält. Die Flächen F; 
und F, schneiden sich in einer durch die Punkte (1) bis (8) gehende Raum- 
eurve. durch welche unendlich viele Flächen zweiten Grades gehen. unter 
denen sich auch f, befindet, welche die Punkte (1) bis (9) enthält. Diese 
Schnilteurve hal mit jeder der Ebenen I. IH. II vier Punkte gemein. welche 
resp. die Durchschnilte von X, und A,. K, und X, K, und K, sind. Schneiden 
sich nun A, und A, ausser in (7) und (8) noch in y und y', so gehört der 
Kegelschnitt (78779) der gesuchten Fläche f, an, von welcher natürlich so- 
fort noch zwei andere Kegelschnilte zu finden sind. Damit darf die gestellte 
Aufgabe als gelöst betrachtet werden. und es ist nur noch hinzuzufügen. dass 
diese Lösung zugleich die Construction derjenigen Raumeurve vierten Grades 
ergiebt, welche der Durchschnitt zweier Flächen zweiten Grades ist. und durch 


acht gegebene Punkte im Raume geht. 


Zürich. im Januar 1867. 











Ueber die #teciprocıtät der Pascal- Steinersehen und 
der Kirkman- Cayley- Salmonsehen Sätze von 
den EHexagrammum mysticum. 
(Von Herrn 0. Hesse in Heidelberg.) 


Die Noten in Salmons vierter Auflaoe seiner berühmlen ..Conie seelions“ 
welehe von den Erweiteruneen des Pasealschen Theoremes handeln. bekunden 
eine in die Augen fallende Reciprocität deutscher und englischer Entdeckungen. 


Es stehen sich gegenüber: 


60.P... Pascalsche Linien. 60.K... Kirkmansche Punkte. In 


jedem derselben schneiden sich 3.P 


20.R... Steinersche Punkte. 20.C,... Cayley-Salmonsche Linien 
In jedem derselben schneiden sich 3. P. Auf jeder derselben liegen 3.K. 
15.S,.... Steinersche Linien. 15.8,... Salmonsche Punkte. 

Auf jeder derselben liegen A4.R. In jedem derselben schneiden sich 4.0 


Im Angesichte dieser Thatsachen möchte man glauben, dass die Elemente. 
P und K der Figuren. welche auf der einen Seite die Steinerschen Punkte 
und Linien, auf der anderen Seite die Cayleyschen Linien und Salmonschen 
Punkte bilden. sich als Polaren und Pole der Art auflassen lassen, dass in 
Rücksicht auf irgend einen Kegelschnitt jeder Pascalschen Linie P als Polare 
ein Kirkmanscher Punkt K als Pol entspricht. Denn träfe dieses zu. so 
wären die neueren Erweiterungen des Pascalschen Theoremes sämmtlich re- 
ciprok zu den älteren in dem Sinne von Polaren und Polen. Es würden sich 
daraus aber noch weitere Consequenzen ziehen lassen. 

Nach Kirkman schneiden sich nämlich 60Mal drei Pascalsche Linien 
P in einem Kirkmanschen Punkte K. Das fragliche Reeciprocitäls - Gesetz 
würde daraus ergeben. dass 60 Mal drei Kirkmansche Punkte auf einer geraden 
Linie liegen. Da nun schon anderweit nach dem Cayley-Salmonschen Salze 
20Mal drei Kirkmansche Punkte auf einer geraden Linie liegen, so hätte 
man die reciproken Sälze: 


25 
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Von den 60 Kirkmanschen Von den 60 Pascalschen Li- 
Punkten X liegen 20 Mal drei Punkte K nien P schneiden sich 20 Mai drei 
auf einer geraden Linie C,, und über- Pascalsche Linien 7 in einem Steiner- 
dies liegen 60 Mal drei Kirkmansche schen Punkte Zt, und überdies schneiden 
Punkte A auf einer geraden Linie 4. sich 60 Mal drei Pascalsche Linien P 


in einem Mirkmanschen Punkte X. 


Unzweifelhaft sind nach dem Vorhergehenden die ersten Theile der beiden 
reciproken Sätze gleich wie der zweite Theil des letzten Satzes. Zweifel- 
haft. obwohl wahr. bleibt der zweite Theil des ersten Salzes, denn er ist an 
dieser Stelle nichts weiter als die Consequenz der fraglichen Annahme, dass 
sich die Pascalschen Linien P als Polaren der AKirkmanschen Punkte A auf- 
lassen lassen. 

Es ist mir nicht gelungen das vermuthete Reeiprocilälsgeselz zu ent- 
decken. Im Gegentheil weiss ich, dass diejenige Reeciproeilät der Pascalschen 
Linien P und der Kirkmanschen Punkte A, welche ich im Folgenden ent- 
wickeln werde. sich »icht in dem Sinne von Polaren und Polen auffassen lässt. 
wenigstens nicht in Rücksicht auf den Kegelschnitt, dem die 60 Pascalschen 
Sechsecke einbeschrieben sind. Dennoch wird man das erwähnte Recipro- 
eitätsgeselz als ein ideales gelten lassen, wenn auch nur in der Absicht. ent- 


sprechende Thatsachen aus einander abzuleiten. 


$. 1. 

Durch 6 auf einem Kegelschnitte C gegebene Punkte abedef lassen 
sich 15 gerade Linien L legen, welche jene Punkte paarweise verbinden. 
Diese 15 geraden Linien Z bilden 60 dem Kegelschnitte C einbeschriebene 
Sechsecke, die mit den Buchstaben P oder // bezeichnet werden. Dieselben 
Buchstaben sollen zugleich dazu dienen. die den Pascalschen Sechsecken ent- 
sprechenden Pascalschen Linien auszudrücken. 

Unterdrückt man von den 15 geraden Linien Z 6. welche eines von den 
60 Pascalschen Sechsecken bilden. zum Beispiel die Seiten des Sechseckes: 

P = abcedef, 
so bilden die 9 übrig bleibenden Linien Z nur drei von den 60 Pascalschen 


Sechsecken: 


P'’=acebfd, P’=ceadbf, P” = eacfdb. 
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Unterdrückt man ausserdem noch die 


. ’ a b 
drei Hauptdiagonalen des Pascalschen 


Sechseckes P, welche die gegenüber- 
liegenden Ecken paarweise verbinden, 
so bleiben von den 15 Linien L, wie SL 
die Figur zeigt. die 6 punktirten geraden er 

Linien zurück. welche zwei dem Kesel- vr 


sehnitte € einbeschriebene Dreiecke bil- ie 


mass ' 1 neuem 
7 


den. Die Seiten dieser Dreiecke sind AR 
bezeichnet mit denselben Buchstaben. als ] 

P 1 
die ihnen gegenüberliegenden Ecken. 


Diese beiden dem Keeelschnitte C einbeschriebenen Dreiecke sind nach 


einem bekannten Salze einem anderen Keoelschnilt © umbeschrieben. Es 
ist darum das Sechseck mit den auf einander foleenden Seiten a’b’... ein 


Brianchonsches Sechseck: 
b= (ab'cde'f'). 

dessen Hauptdiagonalen sich in einem Brianchonschen Punkte K schneiden. 

Dieser Punkt K ist ein Kirkmanscher Punkt. 

Denn die Hauptdiagonalen des Brianchonschen Sechseckes B sind nichts 
anderes als die Pascalschen Linien P’, P', P" der eben so bezeichneten Sechsecke. 

Der Kirkmansche Punkt K heisse der ideale Pol der Pascalschen 
Linie P, und umgekehrt soll die Pascalsche Linie P die ideale Polare des 
Kirkmanschen Punktes A genannt werden, den wir bezeichnen mit: 

ee PP". 

In dieser Weise ist jeder Kirkmansche Punkt K definirt als der ideale 
Pol einer durch ihn bestimmten Pascalschen Linie P, wie umgekehrt jede 
Pascalsche Linie als die ideale Polare eines bestimmten Kirkmanschen Punktes. 
Man hat daher 60 Kirkmansche Punkte gleich wie 60 Pascalsche Linien. 

Um den idealen Pol einer, einem gegebenen Pascalschen Sechseck ent- 
sprechenden, Pascalschen Linie zu construiren, lässt man nach dem Vorher- 
gehenden von den 15 Linien /, die Seiten des gegebenen Sechseckes fort. 
Die aus den 9 übrig bleibenden Linien Z gebildeten drei Pascalschen Sechs- 
ecke haben Pascalsche Linien. welche sich in dem gesuchten idealen Pole 
schneiden. Ist umgekehrt ein Kirkmanscher Punkt A gegeben durch die drei 
Sechsecke, P'P'P", deren Pascalsche Linien sich in ihm schneiden, so braucht 


man nur von den 15 Linien Z die 9 Linien Z fortzulassen. welche die Seiten 


25 * 
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der drei Sechsecke bilden. Die übrig bleibenden 6 Linien / bilden das Sechseck. 
dessen Pascalsche Linie P die gesuchte ideale Polare des Kirkmanschen 
Punktes A ist. 
Aber auch die angenommene symbolische Beziehung der Pascalschen 
Linien zu handhaben, macht keine Schwierigkeit. Denn läge an Stelle von 
P irgend eine andere von den 60 Pascalschen Linien // vor: 
II = aßydsL 


so hätte man nur die lateinischen Buchstaben in die entsprechenden griechischen 


>) 


zu verwandeln, um die drei Pascalschen Linien: 
[zu ns ayeloo, If aan yeadL, II — ey 
zu erhalten. welche sich in dem idealen Pole der Pascalschen Linie // schneiden. 


Von dieser Regel wollen wir gleich eine Anwendung machen. 


$. 2. 
Nach dem Vorhergehenden entsprechen einer gegebenen Pascalschen 
Linie drei andere Pascalsche Linien. welche sich in dem idealen Pole der 
gegebenen Pascalschen Linie schneiden. Jedem der letzteren entsprechen 
wieder 3. also in gewisser Weise entsprechen der gegebenen Pascalschen 
Linie 9 Pascalsche Linien. sodann 27 und so weiter. Da aber die Zahl der 
Pascalschen Linien auf 60 beschränkt ist. so muss man nothwendiger Weise 
endlich ein Mal wieder auf einzelne der früheren zurückkommen. Untersuchen 
wir daher, wie bald dieses geschieht. 
Wir gehen von der Pascalschen Linie P aus und ihrem idealen Pole K: 
P. KPrPrf'. 
Die idealen Pole der Pascalschen Linien P’, P’, P” seien respective: 
GE 6 Re en RP P,Pu: 
indem man nach der in dem vorhergehenden Abschnitte angegebenen Regel hat: 
P,=aefedb, Pi, = efabed, 7, = faedbe, 
P, =achbefd, P,=.abedef, P,= bcafde, 
P, = ecdabf, P,= cdefab, P,, = deebfa. 
Da die Ausdrücke von P/, P,. P, nur durch eyclische Vertauschungen 
der Elemente von dem Ausdrucke / verschieden sind, so haben wir: 
ri N erg P, PR P. 


Das will sagen, dass die imaginären Pole K', K', K” auf der Pascalschen 


Linie P liegen, oder ausführlicher ausgedrückt: 
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1) Die idealen Pole der drei Pascalschen Linien, welche durch einen 
Kirkmanschen Punkt gehen, liegen auf der idealen Polare des Kirkmanschen 
Punktes. 

Mit Rücksicht auf die eingeführten Definitionen lässı sich dieser Satz 
kürzer auch so aussprechen: 

2) Es liegen 60 Mal 3 Kirkmansche Punkte K auf einer Pascalschen 
Linie P. | 

Dieser Satz ist gerade der in 
der Einleitung imaginär abgeleitete P\ 

Satz. Es zeigt sich aber hier. dass 
die gerade Linie // dort nichts anderes 
ist als die Pascalsche Linie P. Die | 
nebenstehende Figur giebt ein Bild Pr K° ” 
von der Lage der besprochenen Punkte 
und Linien zu einander und dient zu- 


oleich für die folgende Untersuchung. Br" "* K KR” 


> 
— 


Bezeichnet man die idealen 
Pole der drei Pascalschen Linien P, 
P\. Pjı, welche sich in dem Kirk- | p® 
manschen Punkte AK” schneiden, re- 
speclive mit X, Ki. K,,. so ist jeder 
derselben der Schnittpunkt von drei Pasealschen Linien. deren Symbole nach 


der angegebenen Regel folgende sind: 


Ik ist Schnittpunkt von e P P” 
K, - - - afdebe  fdaceb dafbce 
Ki, - - - febacd ebfdac bfecda. 


Da die unterstrichenen Symbole der Pascalschen Linien gleichbedeutend sind 
mit dem Symbole P’, so folgt hieraus, wie vorher, dass die genannten drei 
Pole K, K,. K,) auf der Pascalschen Linie P’ liegen. dass leiztere also die 
ideale Polare des Kirkmanschen Punktes AK’ ist. Ebenso ist P’ die ideale 
Polare des Kirkmanschen Punktes K’, und P” ist die ideale Polare des 
Kirkmanschen Punktes K’". Dieses beweiset der Salz: 

3) Die idealen Polaren der drei Kirkmanschen Punkte, welche auf 
einer Pascalschen Linie liegen, schneiden sich in dem idealen Pole der Pascal- 
schen Linie. 








198 Hesse, Untersuchungen über das Hexagrammum mysticum. 


Kürzer ausgedrückt ist dieses der Kirkmansche Satz: 

4) Es schneiden sich 60 Mal 3 Pascalsche Linien in einem Kirkmanr- 
schen Punkte. 

Die Sätze 1) und 3) durften allgemeiner nicht etwa so ausgesprochen 


werden: 


Die idealen Pole von drei Die idealen Polaren von drei 
Pascalschen Linien. welche durch Kirkmanschen Punkten. welche auf 
einen und denselben Punkt gehen. einer geraden Linie liegen, schneiden 
lieven auf einer und derselben geraden sich in einem und demselben Punkte. 
Linie. 

Denn man weiss aus der Einleitung. dass drei Pascalsche Linien sich 
auch in einem Steinerschen Punkte #2 schneiden können. Die Lage ihrer 


idealen Pole ist jedoch noch unbekannt. Ebenso weiss man. dass drei Kirkmansche 
Punkte auch auf einer Cayleyschen Linie €, liegen können. Die Lage ihrer 
idealen Polaren ist ebenfalls unbekannt. 

Es wird sich nun darum handeln, die Lage der idealen Pole von drei 
Pascalschen Linien zu erforschen, welche sich in einem Steinerschen Punkte R 
schneiden. um den ersten Parallelsatz möglicher Weise zur Geltung zu bringen. 
Man wird die Lage der idealen Polaren von drei Kirkmanschen Punkten. 
welche aul einer Cayleyschen Linie liegen. zu untersuchen haben, um den 
„weiten Parallelsatz zu prüfen. Diesen Zwecken werden die folgenden Ab- 
schnilte dienen. 

Schliesslich wollen wir noch bemerken. dass die eben aufgeführten 
Parallelsätze nur den leitenden Gedanken für die nachfolgenden Untersuchungen 
herzugeben bestimmt sind. Auf Realität machen sie keinen Anspruch. Denn 
wenn auch die zu untersuchende Lage der hervorgehobenen Punkte und Linien 
eine solche ist, dass sie die Sätze bestäliget,. so wird man doch Anstand 
nehmen müssen. die Sätze in so grosser Allgemeinheit auszusprechen, weil 
man nicht weiss. ob nicht drei Pascalsche Linien sich auch anders als in einen 
Kirkmanschen oder Steinerschen Punkte schneiden können. und weil man 
ferner nicht weiss. ob nicht drei Kirkmansche Punkte anders auf einer geraden 


Linie liegen können als auf einer Pascalschen oder Cayleyschen. 


$.3. 


Von den 15 geraden Linien /, welche die auf dem Kegelschnitt © ge- 


gebenen 6 Punkte paarweise verbinden. unterdrückten wir in $. 1 6 Linien. 
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welche eines von den 60 Pascalschen Sechsecken bildeten. Die übriebleibenden 
9 bildeten nur 3 von den 60 Pascalschen Sechsecken. Unterdrücken wir jetz! 
von den 15 geraden Linien L wieder 6 Linien. welche aber zwei dem Kevel- 
schnitte © einbeschriebene Dreiecke mit verschiedenen Eeken bilden. so lassen 
sich aus den 9 übrigbleibenden geraden Linien L 6 von den 60 Pasernlschen 


edsch: 
Sechsecken bilden. Unterdrücken wir zum Beispiel die punktlirten Seiten 
der beiden Dreiecke ace und bdf, so lassen sich aus den übriebleibenden 9 
veraden Linien ZL die 6 Pascalschen Sechsecke bilden: 

P = abedef, P, = afched, P,, = adefeb, 

IT = abefed, II, =afcdeb, IT, adebef. 

Sämmtliche 6 Sechsecke sind eebildet aus den Seiten und den Haupt- 
diagonalen eines von ihnen. Sie bilden, wie in der Bezeichnung anzedentel 
worden, zwei Gruppen von 3 Sechsecken. Das Sechseck P, ist vebildet aus 
den geraden Seiten und den Hauptdiagonalen des Sechsecks P, und das Sechs- 
eck P,, aus den ungeraden Seiten und den Hauptdiagonalen desselben Sechs- 
ecks P. Gleiches gilt von der zweiten Gruppe. Kurz. man erhält aus einem 
dieser Sechsecke die beiden anderen derselben Gruppe. wenn man in dem- 
selben entweder die geraden oder die ungeraden Seiten unterdrückt und dafür 
die Hauptdiagonalen substituirt. 

Von jeder dieser Gruppen Sechsecke gilt der Satz *) 

5) Wenn man in einem gegebenen Pascalschen Sechsecke die drei 
Diagonalen zieht, weiche die gegenüberliegenden Ecken verbinden, so bilden 
die geraden Seiten und die Diagonalen ein zweites Pascalsches Sechsechk mit 
denselben Ecken als das gegebene, ebenso die ungeraden Seiten und die 
Diagonalen ein drittes Pascalsches Sechsech. Die diesen drei Sechsechen zu- 
gehörigen Pascalschen Linien schneiden sich in einem und demselben Punkte. 

Demnach schneiden sich die drei Pascalschen Linien P, P,. P,,. in einem 
Punkte % und die drei Pascalschen Linien //, //,, //,,. in einem Punkte P. 
Dieses sind Steinersche Punkte, welche wir kürzer bezeichnen können mit: 


BuPPR., - Be Dil, 


> \ 
“x 


Yon ihnen gilt der Salz **): 


6) Die Steinerschen Punkte R und P, welche abhängen von den 





*) Hesse, Vorlesungen aus der analytischen Geometrie in der Ebene p. 11V. 
*#) „Ueber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid‘“, Bd. 24 dieses Jour- 
nals p. 40 und Schroeter: „Steinersche Vorlesungen“ p. 164. 
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hervorgehobenen 6 Pascalschen Sechsecken, sind harmonische Pole des Kegel- 
schnittes, dem die Sechsecke einbeschrieben sind. 

Da hiernach die 20 Steinerschen Punkte R und P sich zu harmonischen 
Polen des Kegelschnittes C paaren,. so wird man, um sich präciser auszu- 
drücken, von den 10 Steinerschen Punktepaaren R und P sprechen können. 

Doch sehen wir ab von dem Satze 6), der hier nur im Zusammen- 
hange aufgeführt worden ist, um später auf ihn Bezug zu nehmen, so handel! 
es sich zunächst um die Feststellung der idealen Pole der drei Pascalschen 
Linien P, P,. P,,. welche sich in dem Steinerschen Punkte #2 schneiden. 

Den idealen Pol X der Pascalschen Linie P=abedef haben wir in $. 1 
unabhängige von der Figur mit dem Zeichen K = PP'P” eingeführt. Da diese 
Bezeichnung in dem vorliegenden Falle von keinem Nutzen ist. so verlassen 
wir dieselbe. indem wir auf die Construction des idealen Poles K der Pascal- 
schen Linie P in $. 1 zurückgehen. Dieser ideale Pol ergab sich dort als 
der Brianchonsche Punkt des Sechseckes B= (a’b’c'd’ef'). welches dem 
Kegelschnitt © umschrieben ist. Wir werden ihn mit Rücksicht auf die Figur 
bezeichnen mit: 

K=ab'cdef' als id. Pol d. Pasc. Linie P = abedef. 

Diese Bezeichnung ist für den vorliegenden Fall darum so einfach. 
weil man, ohne die Figur zu erweitern, aus der am Anfange des Paragraphen 
gebrauchten Bezeichnung der Pascalschen Linien P, P,, P,, und /T, II,. II... 
die Bezeichnung ihrer idealen Pole X, K,. Ku» 0. Qı, O1, als Brianchonsche 
Punkte. einfach dadurch erhält, dass man jedem Buchstaben ab... einen Index 
anhängt wie folgt: 

K=abecdef, K,=afcbed, K,n=adcf eb, 
Bedbefed, Geeafede, et. 

Diese Regel verdankt man dem Umstande, dass für sämmtliche 6 Sechs- 
ecke P und 7/ die Dreiecke ace und bdf, welche zur Construction ihrer 
idealen Pole erforderlich sind. unverändert dieselben bleiben. 

Man braucht nach dem Vorhergehenden von den 6 Pascalschen Sechs- 
ecken P und // nur ein Sechseck zu kennen. Denn alle 6 setzen sich zusammen 
aus den Seiten des einen und seinen Hanptdiagonalen. Die übrigen von den 
60 Pascalschen Sechsecken sind dabei ausgeschlossen. Es bilden darum die 


60 Pascalschen Sechsecke 10 Gruppen von 6 Pascalschen Sechsecken, von 


welchen wir nur die eine Gruppe hervorgehoben haben. Der hervorgehobenen 
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Gruppe entspricht ein einziger Kegelschnitt, den wir mit ©’ bezeichnet haben. 


Man hat daher den Satz: 

7) Wenn man sämmtliche 15 Verbindungslinien der Ecken eines 
Pascalschen Sechseckes construirt, so werden 10 Mal 6 con diesen Verbindungs- 
linien von einem ÄKegelschnitte berührt. 

Man hat daher 10 solcher Kegelschnitte €’ in erster Linie entsprechend 
den 10 hervorgehobenen Gruppen von 6 Pascalschen Sechsecken und in 


zweiter Linie entsprechend den 10 Steinerschen Punktepaaren R und P. 


S. 4. 

Der reciproke Satz von dem in 5) angegebenen lehrt. dass die 
Brianchonschen Punkte A, M,. K,, auf einer geraden Linie lieven. Es bedarf 
aber nicht jenes reciproken Satzes; die Figur weiset dasselbe auch nach. 

Bezeichnet man nämlich die Berührungspunkte der Seiten des Brianchon- 
schen Sechseckes B und des Kegelschnittes EC’ mit eleichen Buchstaben als 
die Seiten. so hat man. den 6 hervorgehobenen Drianchonschen Sechsecken 
entsprechend. 6 dem Kegelschnitte ©’ einbeschriebene Pascalsche Sechsecke: 


1 


s=chredef, p=afchbed, pu=adcfeb, 


n=abefed, n=afcdeb, Nn=adchbef, 
deren Pascalsche Linien p, pP,» P,1, -.. einfach Polaren sind der Brianchonschen 
Punkte K, K,. K,,. ... rücksichtlich des Kegelschniltes ©’. Da nach dem Satze 


5) die genannten Polaren sich in einem Punkte schneiden, so liegen ihre 
Pole, also jene Brianchonschen Punkte, auf einer geraden Linie. 

Da nun jedem der Pascalschen Sechsecke p des Kegelschnilles C auf 
der einen Seite ein Pascalsches Sechseck P_ des Kegelschnittes €, aul der 
anderen Seite ein Brianchonsches Sechseck K entspricht. so entspricht auch 
jedem Pascalschen Sechsecke P ein Brianchonsches K und den drei Pascalschen 
Sechsecken P, deren Pascalsche Linien P sich in einem Steinerschen Punkte 
Rt schneiden, entsprechen drei Brianchonsche Sechsecke K, deren Brianchonsche 
Punkte. das sind die idealen Pole der drei Pasecalschen Linien /P, auf einer 
geraden Linie liegen. Diese gerade Linie ist eine Cayleysche Linie C,, denn 
die drei idealen Pole. welche auf ihr liegen. sind Kirkmansche Punkte. 
Wir drücken dieses kurz so aus: 

8) Die idealen Pole der 3 Pascalschen Linien, welche sich in einem 
Steinerschen Punkte schneiden, liegen auf einer Cayleyschen Linie. 
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Den 20 Steinerschen Punkten entsprechen in dieser Weise 20 Cayleysche 
Linien. Es ist daher der angegebene Satz ein anderer Ausdruck für den 
Cayleyschen Satz: 

9) Es liegen 20 Mal 3 Kirkmansche Punkte auf einer Cayleyschen Linie. 

Die drei Pascalschen Linien, welche sich in einem Steirerschen Punkte 
schneiden, sind die idealen Polaren der drei Punkte, welche auf der Cayleyschen 


Linie liegen. Deshalb kann man den Satz 6) auch umkehren wie folgt: 


10) Die idealen Polaren der drei Kirkmanschen Punkte, welche auf 


einer Cayleyschen Linie liegen, schneiden sich in einem Steinerschen Punkte. 

Da nach den Sätzen 8) und 10) jedem Steinerschen Punkte eine ganz 
bestimmie Cayleysche Linie entspricht, so wie umgekehrt jeder Cayleyschen 
Linie ein ganz bestimmter Steinerscher Punkt, so müssen sich die 20 Cayley- 
schen Linien paaren in der Weise der 20 Steinerschen Punkle. Präciser 
wird man daher von den 10 Cayleyschen Linienpaaren sprechen können. 

Das Cayleysche Linienpaar, auf welchem die Kirkmanschen Punkte 
k, K,. KK, und //, TI,. I/I,, liegen. ist zweifellos ein Paar harmonischer 
Polaren des Kegelschnittes ©’. Dasselbe Linienpaar würde natürlich auch 
ein Paar harmonischer Polaren sein des in der Einleitung angenommenen idealen 
Kegelschniltes. Ob dasselbe Linienpaar auch ein Paar harmonischer Polaren 
sei des Kegelschnittes C, soll eine offene Frage sein. 

Die bis dahin als zweifellos aufgeführten Sätze 1) bis 10) bekunden 
eine vollständige Reeiproeität der 60 Pascalschen Linien und der 60 Kirkman- 
schen Punkte. Diese Reciprocität bleibt in dem gewöhnlichen Sinne eine ideale, 
so lange nicht ein Kegelschnitt gefunden werden kann, in Rücksicht auf welchen 
jede Pascalsche Linie als die gewöhnliche Polare eines Kirkmanschen Punktes 
erscheint. Existirt ein solcher Kegelschnilt,. so erstreckt sich die Reeciprocität 
weiter auf Steixersche Punkte und Cayleysche Linien, sowie auf Steinersche 
Linien und Salmonsche Punkte. Existirt aber ein solcher Kegelschnitt nur 
in der idee, so wird die Prüfung des in der Einleitung nur unter einer ge- 
wissen Voraussetzung ausgesprochenen Reeciprocitätsgesetzes schon bei den 
Steinerschen Punkten R und den ihnen unzweideutig entsprechenden Cayley- 
schen Linien €, zu beginnen haben, wie folgt: 

Da nach 8) die idealen Pole der drei Pascalschen Linien, welche sich 
in einem Steinerschen Punkte schneiden, auf einer Cayleyschen Linie liegen, 


so wird man diese gerade Linie für die ideale Polare des Steinerschen Punktes 


zu nehmen haben. Da nach 10) die idealen Polaren der drei Kirkmanschen 
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Punkte, welche auf einer Cayleyschen Linie liegen. sich in einem Steinerschen 
Punkte schneiden. so wird letzterer als der ideale Pol der Cayleyschen Linie 
zu definiren sein. | 

Auf Grund dieser Definitionen entspricht jedem Steinerschen Punkte 
als idealem Pole eine ganz bestimmte Cayleysche Linie als ideale Polare und 
umgekehrt. 

Es hat aber Salmon an der bezeichneten Stelle bewiesen. dass auf 
einer Cayleyschen Linie nicht allein drei Aörkmansche Punkte liewen. (deren 
ideale Polaren sich in dem Pole der Cayleyschen Linie schneiden) sondern 
dass auf derselben Cayleyschen Linie auch ein Steinerscher Punkt lieet. Da 
nun der ideale Pol der Cayleyschen Linie auch ein Steinerscher Punkt ist. 
so entsprechen zwei Steizersche Punkte einander, als Pol einer Cayleyschen 
Linie und als Punkt auf ihr, und es entsteht die Frage, ob hiernach die 20 
Steinerschen Punkte sich in dem Sinne paaren, wie in $.3. 

Die drei Kirkmanschen Punkte und der Steinersche Punkt. welche 
auf derselben Cayleyschen Linie liegen, haben ideale Polaren. von welchen man 
weiss. dass die drei ersteren sich in dem idealen Pole der Cayleyschen Linie 
schneiden. Soll nun der ideale Pol im weiteren Sinne seinen Namen ver- 
dienen. so wird nachzuweisen sein, dass auch die ideale Polare des genannten 
Steinerschen Punktes dureh ihn geht. 

Die zuletzt angeregte Untersuchung lässt sich auch auf einem anderen 
Weee durchführen. Da nämlich nach Salmon durch einen gevebenen Steinerschen 
Punkt nicht allein drei Pascalsche Linien gehen, deren ideale Pole auf der 
idealen Polare des gegebenen Steinerschen Punktes liegen, sondern auch eine 
Cayleysche Linie. so entsteht die Frage, ob auch der ideale Pol der Cayley- 
schen Linie auf der idealen Polare des gegebenen Steinerschen Punktes liegt. 


Diese Fragen sollen in dem folgenden Paragraphen beantworlet werden. 


$. 9. 

Wir gehen von dem Steinerschen Punkte P des $.93. aus: 

P= HMM... 
in welchem sich die Pascalschen Linien schneiden, die dort bezeichnet wurden mit: 
II = abefed, IT, = afedeb, IT, , = adebef. 
Ihre idealen Pole bezeichnen wir mit: 

0=-T’nN TI, 9-07, Qu Aula: 

26 * 
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indem wir nach der in $. 1. angegebenen Regel haben: 
IT" = acebdf, IT = ceafbd, II" = eacdfb, 
IT’ = acefbd, IT, =ceadfb, I, = eachdf, 
II, = acedfb, II, = ceabd[f, IT, = eacfbd. 
Die drei idealen Pole O, O,. Q,, stellen wir zusammen mit dem Steiner- 
schen Punkte: 
B= FPP,.; 
der mil dem Steinerschen Punkte P. von dem wir ausgingen, ein Paar von 
den 10 Steinerschen Punktepaaren bildet, und wiederholen die Bedeutung der 
Pascalschen Linien: 
P=abedef, P,=afcbed, P,= adcfeb. 
\on diesen vier Punkten. den drei Kirkmanschen Punkten O, O,. Q,, 


und dem Steinerschen Punkte Zt, hat Salmon in den oben angegebenen Noten 
N 


nachgewiesen. dass sie auf einer und derselben Cayleyschen Linie liegen. 
Es wird dieses sogleich ersichtlich. wenn man die hier eingeführte Bezeichnung 
in die Salmonsche überträgt. Auf den Beweis gehen wir nicht weiter ein. 
Denselben Satz drücken wir aber so aus: 

hi Die ideale Polare eines jeden Steinerschen Punktes geht durch 
seinen Gegenpunkt, der mit ihm ein Steinersches Punktepaar bildet. 

Dieser Satz lässt sich auch umkehren wie folgt: 

I2) Der ideale Pol einer jeden Cayleyschen Linie liegt auf ihrer Gegen- 
linie, welche mit ihr ein Cayleysches Linienpaar bildet. 

Hiermit ist die erste am Ende des vorhergehenden Paragraphen aul- 
seworfene Frage entschieden. dass der Pol einer Cayleyschen Linie und der 
Steinersche Punkt auf ihr sich paaren in dem Sinne wie $. 9. Aber auch 
die anderen erhobenen Fragen werden durch die angegebenen Sätze beantworlel. 

Wir begnügen uns eine gewisse Art der Reeiprocität der Pascalschen 
Linien und der Steinerschen Punkte mit den Kirkmanschen Punkten und den 
Cayleyschen Linien in dem Vorhergehenden nachgewiesen zu haben. In der 
\oraussicht eines Kegelschnittes. für welchen jenes ideale Reciprocilälsver- 
hältniss ein reelles wird. unternehmen wir es nicht weiter das ideale Re- 
ciprocitätsverhältniss auch auf Steinersche Linien und Salmonsche Punkte aus- 
zudehnen. 

Aber selbst in dem Falle. dass der ersehnte Kegelschnitt existirt. um- 
schwebt die von den genannten Linien und Punkten gebildete Figur eine gewisse 


Unklarheit. Sie besteht darin. dass man zwar a posteriori erkennt. dass eine 
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Figur mit den beschriebenen Eigenschaften besteht. dass man aber a priori 
nicht einsieht. warum eine solche Figur. abgesehen von den Pascalschen 
Sechsecken, bestehen muss. Die Lage der 10 Steinerschen Punktepaare und 
der 15 Steinerschen Linien zu einander ist bekannt. *) Der reeiproke Satz 
von dem, welcher ihre Lage verdeutlicht, zeigt an. wie die 10 Cayleyschen 
Linienpaare und die 15 Salmonschen Punkte zu einander liegen. 

Es fehlt zur Zeit jedoch ein Bild für die Pascalschen Linien und die 
Wirkmanschen Punkte. Ein zu erfindender Satz. der die Endeigenschaften der 
Figur im Auge hat, wird dieses Bild deutlich machen können. 

Zum Schlusse wollen wir noch eine Idee entwickeln. wie ältere fran- 
zösische Forschungen von Lagrange und Vandermonde über die Auflösung 
der Gleichungen des sechsten Gerades sich wohl in Zusammenhane brineen 


lassen werden mit den in der Einleitune hervoreehobenen Sälzen. 


Wenn man sich die 6 Ecken des Pascalschen Sechsecks bestimm! 
denkt durch den Schnitt einer Curve zweiter Ordnune und einer Curve drilter 
Ordnung. welche durch ihre Gleichungen f=0 und y =UV gegeben seien. 
so drücken die in dem Vorhergehenden besprochenen Sätze. algebraisch auf- 
vefasst. EKivenschaltlen der Wurzeln der eegebenen beiden Gleichungen aus 
Der Pascalsche Satz ist zwar unsvımmetrisch in Rücksicht auf die Wurzeln 
der gegebenen Gleichungen; er wird aber symmetrisch. wenn man das ganze 
System der 60 Pascalschen Linien in das Auge fasst. Die Gleichung dieses 
Systemes wird vom sechzigsten Grade und lässt sich wegen der Symmetrie 
der Wurzeln rational durch die Coellicienten in den gewebenen Gleichungen 
ausdrücken. 

Da das System der 10 Steinerschen Punktepaare symmetrisch lieg! 
vegen die 6 Ecken des Pascalschen Sechsecks **), so wird sich dasselbe 
durch eine Gleichung des zwanziesten Grades ralional in den Coellicienten 
der gegebenen Gleichungen ausdrücken lassen. Nimmt man jedoch an Stelle 
der 10 Steinerschen Punktepaare 10 neue Steinersche Linien P. von welchen 
jede ein Punktepaar verbindet, so lässt sich das System der 10 Steinerschen 
Linien P durch eine in den Coelfieienten der gevebenen Gleichung rationale 


Gleichung P = O des zehnten Grades darstellen. Ebenso stellt sich das System 


*) Pd. 41 dieses Journals pag. 269. 
##) Ebendaselbst. 
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der 15 Steinerschen Linien S, als eine rationale Gleichung S, = 0 des funf- 
zehnten Grades dar. Es sind dieses allerdings Gleichungen mit zwei Un- 
bekannten, die aber das (emeinsame mit den Gleichungen von einer Unbekannten 
haben, dass sie sich in lineare Factoren der Unbekannten zerlegen lassen. 

Diese Gleichungen des zehnten und funfzehnten Grades scheinen mir 
für die Aullösung der gegebenen Gleichungen f=0 und = 0, welche sich 
ja auf eine Gleichung des sechsten Grades zurückführen lässt, das Analogon 
von dem zu sein, was die Resolventen von Lagrange *) und Vandermonde 
des zehnten und funfzehnten Grades für die Gleichung des sechsten Grades 
sind. Die Grade der Gleichungen wenigstens stimmen überein. und die Co- 
elficienten in ihnen sind in beiden Fällen rationale Ausdrücke gegebener 
(irössen. Die folgende Behandlung einer biquadratischen Gleichung wird 
diese Ansicht weiter unlerstülzen. 

Die Aufgabe zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten aufzulösen 
führt auf die Factorenzerfällung einer einzigen Gleichung mit zwei Unbekannten 
zurück. Denn wenn man die gegebenen, homogen gemachten, Gleichungen 


ı 


vom p"" und q" Grade: 
f,9,3)=0, yla,y,3)=0, 
mit der Gleichung eines Punktes in Liniencoordinaten u, e, w, 
Azuc+evy+w3—=(0, 
zusammenstellt und die Unbekannten x, y, z eliminirt. so erhält man eine 
Resultante: 
R=0, 
die sich in pq Factoren zerlegen lässt und die Coefficienten von «, ve, win 
jedem Factor werden die homogenen Wurzeln der gegebenen Gleichungen 
sein. Die Resultante ist frei von jedem überflüssigen Factor. wenn sie in 
Rücksicht auf die Coeflicienten in der einen gegebenen Gleichung von dem 
(rrade der anderen ist. 

Es ist zu bedauern, dass man noch kein Gesetz kennt, nach welchem 
die von überflüssigen Factoren freie Determinante gebildet werden kann. 
Diesem Mangel an Eliminationsmitteln ist es vornehmlich zuzuschreiben, dass 
die bekannten Sätze aus der Theorie der Gleichungen mit einer Unbekannten, 
welche sich als Sätze aus der Geometrie auf der geraden Linie auffassen 
lassen, nicht auf die Ebene und den Raum, das ist, auf Gleichungen mit zwei 


*) Lagrange, Trait@ de la resolution des &quations numeriques, pag. 260. 
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und mehreren Unbekannten auseedehnt worden sind eine Ausdehnune zu 
welcher „das Uebertragungsprineip aus der Ebene in die gerade Linie und 
umgekehrt *)* ein geeignetes Mittel zu sein scheint. 

In dem Falle. dass die gegebenen Gleichungen beide vom zweilen 


(rade sind. verschwindet die Determinanle: 
@), fs / 


I = (x), v(y). g 
U, .p nm 


PR 


PR 


zugleich mit f, g und A. Eliminirt man deshalb aus den Gleichungen: 
f=0, 9=0, A4=0, 
zA=d), Ai <A=V. 
die Potenzen und Producte der Variabeln r, y, z. wie aus linearen Glei- 
chungen. so erhält man die gesuchte Resultante vom vierten Grade: 
R=%0, 
die vier Punkte in der Ebene darstellt. 

Durch diese vier Punkte lassen sich drei Linienpaare legen. Für den 
Schnittpunkt eines jeden der drei Linienpaare existiren die Gleichungen: 
((y)p'(2 —['(z p y)=d, f(z)pyix f(x g 3)=0, f()p(y)—-f(y)y(z)=0 
Kliminirt man nun aus diesen Gleichungen und aus den Gleichungen: 

AS yA=d, sA=y 
die Potenzen und Producte der Unbekannten x, y, z wie aus linearen Glei- 
chungen. so erhält man eine Gleichung des dritten Grades: 
= U, 
welche die genannten drei Schnittpunkte ausdrückt. 


Diese Gleichung S = O0 des dritten Grades ist zweifellos die Resolvenle 





der Resultante R=0 vom vierten Grade. Die vier Factoren der letzten 
trleichung setzen sich aus den drei Factoren der ersten Gleichung linear 
zusammen, wie die Wurzeln einer biquadratischen ans den Wurzeln ihrer Re- 
solvente. 


Heidelberg. im December 1867. 


*) Pd. 66 dieses Journals pag. 15 und Zeitschrift für Mathematik und Physik 


XI. 5. pag. 417. 











Erweiterung eimiger bekannten Eigenschaften des 
ebenen Dreiecks. 
(Von Herrn Schröter zu Breslau.) 


Die bekannten Eigenschaften der sogenannten .„.merkwürdigen Punkte 
des ebenen Dreiecks“ (Schwerpunkt, Höhenpunkt, Mittelpunkte desumschriebenen 
kreises und der Berührunes - Kreise u. s. w.) sind besondere Fälle alloemeinerer 
Beziehungen. zu denen man gelangt, wenn man an Stelle der unendlich - ent- 
[ernten Geraden mit ihren beiden imaginären Kreispunkten. von welcher jene 
elementaren Eigenschaften eigentlich abhängen. in der Ebene des Dreiecks 
eine beliebige Gerade als Träger eines gegebenen Punklisvstems annimmt. 
welches entweder elliptisch. oder hyperbolisch sein kann. Die Untersuchung 
dieser Figur führt ebenso leicht zu den allgemeineren Eigenschaften, wie die 
Betrachtungen der Elementar- Geometrie zu den besonderen. Unter letzteren 
scheint der häufiger angeführte, als bewiesene,. von Feuerbach *) gefundene 
Satz. dass der durch die Mitten der Seiten eines Dreiecks gehende Kreis, die 
vier dem Dreiecke einbeschriebenen Kreise gleichzeitig berührt, keinen der an- 
redeuleten Erweiterung fähigen, also auch nicht recht befriedigenden Beweis 
oefunden zu haben. Es sei daher gestaltet, diesen Salz und die damit zu- 
sammenhängenden Eigenschaften des Dreiecks in der gedachten allgemeineren 
Auffassung auf synthetischem Wege abzuleiten **). Zwar können die Resultate 
dieser Erweiterung durch die Methode der Central - Projection und das Prineip 
der Gontinuilät unmillelbar aus dem besonderen Fall der elementaren Eigen- 
schaften des Dreiecks geschlossen werden. doch dürfte es nicht ohne Interesse 
sein, dieselben unabhängig und in grössester Allgemeinheit aus den projectivischen 
Eigenschaften der Kegelschnitte abzuleiten, weil dabei der wahre Charakter 
jener partieulären Beziehungen und zugleich manche neue Eigenschaften her- 
vortreten. 


*) KM. W. Feuerbach, Eigenschaften einiger merkwürdigen Punkte des ebenen 
Dreiecks, Nürnberg 1822 Seite 38. 

Auf analytischem Wege ist jener Satz von Herrn Beltrami in der Abhand- 

lung: Intorno alle coniche di novi punti, nota letta nella sessione 12 Marzo 1863 

dell’ Academia di Bologna bewiesen worden. 
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Die Untersuchung stützt sich auf die Auseinandersetzuneen in dem von 
mir herausgegebenen Buche: Jacob Steiners Vorlesungen über synthetische Geo- 
metrie, zweiter Theil: Die Theorie der Kegelschnitte, gestulzt auf pro- 
jeetivische Eigenschaften, Leipzig, 1567. und es soll im Foleenden die Bezug- 


nahme auf dies Buch dureh ..Theorie d. Keoelsch.** bezeichnet werden. 


I. Ist in der Ebene eines Dreiecks abe eine Gerade @ als Träver 
eines beliebieen (elliplischen oder hyperbolischen) Punktsystems gegeben. treffen 
die Dreiecksseiten be, ca, ab die Gerade @ in den Punkten s, s; s,. deren con- 
jugirte im Punktsystem 6,0,0, seien. so schneiden sich die drei Verbindungs- 
linien ao,. bo,. co, in einem Punkte H ; weil umsekehrt die vier Punkte 
abeH ein vollständiges Viereck bilden, dessen drei Seilenpaare von der Trans- 
versale @ in drei Punktepaaren eines Punktsystems getroffen werden (Theorie 
d. Keselsch. 8. 67). 

Construiren wir auf jeder Dreiecksseite zu den beiden Eckpunkten und 


dem Schnittpunkt mit der Geraden G. den dem letzteren zueeordneten vierten 


harmonischen Punkt, und nennen wir diese drei Punkte a, b, e,. so dass 
also (bes,a, —1, (casb,)=—1,. (abs;c, | wird. so schneiden sich die 
drei Verbindungslinien aa,. bb,, cc, in einem Punkte S. (Theorie d. Kegel- 


8 


schnitte, 8. 72). 

Denken wir uns um das Dreieck abe einen Kegelschnilt MU’ be- 
schrieben. welcher das auf @ gegebene Punklsystem zu seinem zugehörigen 
hat (Theorie d. Kegelsch. S.143) |d. h. je zwei eonjugirte Punkte des Punkt- 
systems sind zugleich conjugirt in Bezug auf den Kegelschnitt/, so wird die 
Polare von s, durch o, gehen und offenbar auch durch a,. also «,0, sein: da 
nun die drei Punkte s, s, s, aul der Geraden @ liegen. so schneiden sich die 
drei Verbindungslinien a,0,, b,95. €,0, in einem Punkte M, dem Pol der Geraden 


( in Bezug auf den Kegelschnilt 4°, welcher durch die angegebenen Be- 


stimmungsstücke vollständig und eindeutig bestimmt ist. 
Die harmonischen Beziehungen: 
(besa)=—1. casb,) = —1 
ergeben die Gleichheit der Doppelverhältnisse: 


(cbs,a,) = (cas;b,) 
*) Der Leser wird gebeten, die Figur der Beschreibung nach sich selbst zu ent- 
werien. 


TE Yard 


Journal für Mathematik Bd. LXVII. Heft 3. zu 
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und hieraus folgt, dass ab, a,b, und s,s sich in einem Punkte s, trellen: es 


liegen also: 


in je einer Geraden, oder a,s,. bs. e,s; sind die drei Paar Gegenecken 
eines vollständigen Vierseits, welches zu Diagonalen die Seiten des ursprüng- 
lichen Dreiecks hal. 
Da die Verbindungslinie s,s, mit 0,6, identisch ist. also auch ab, a,b,. 
0,6, sich in einem Punkte s, treffen. so liegen die beiden Dreiecke aa, 60, und 
hb,o, in Bezug auf diesen Punkt perspectivisch; die Schnitipunkte correspon- 
dirender Seiten liegen mithin auf einer Geraden (Theorie d. Kegeisch. $. 26). 
d. h. die Punkte: 
aa,. bb, S. 5,50.) =, (4,01, 6,0) =M. 
Die drei Punkte 5 H M liegen auf einer üeraden. Da be a, s, vier harmonische 
Punkte sind, so sind auch a|ecba,s,| vier harmonische Strahlen, die b,e, wieder 
in vier harmonischen Punkten treffen; bezeichnen wir also die Schnittpunkte: 
m m PO 6b,, 6,6,) = dus Or BB) EC 
o sind: 
ci re 
A u Te ° 
TEE Tr 
je vier harmonische Punkte, und zwar die beiden ersten und die beiden 
letzten je zwei zugeordnele; die Seiten des Dreiecks a,b,c, werden nun von der 
Geraden @ in den Punkten s, s, s, geschnitten, deren zugeordnete vierle harmo- 
nische Punkte auf jeder Dreiecksseite @,,b,,c,, sind; folglich schneiden sich nach 
dem oben Dewiesenen auch a,0;. D1,05. C,0, in einem Punkte O, der für das 
Dreieck a,b,e, dieselbe Beziehung zur Geraden @ hat, wie der Punkt M für 
das Dreieck abe, d. h. der Punkt O0 ist der Pol der Geraden @ in Bezug 
aul einen Kegelschnitt 0°, welcher dem Dreieck «a,b,e, umschrieben ist und 
das auf @ gegebene Punktsystem (s, 6) zu seinem zugehörigen hat: der hier- 
durch eindeulig bestimmte Kegelschnitt 0° hat also mit MN’ eine (reelle oder 
ideelle) gemeinschaflliche Secante @, weil beiden dasselbe Punktsystem auf @ 
zueehört. 
Wir sehen nun leicht. dass der Punkt AH für das Dreieck abe die- 


selbe Bedeutung hat (d. h. auf dieselbe Weise construirt ist) wie der Punkt 
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M für das Dreieck a,b,e,. dass ferner S für beide Dreiecke »leiche Bedeutuns 
hat. und endlich M für das Dreieck abe dasjenige ist. was (0 für das Dreieck 
a,b,c,: da nach dem Öbigen #7 S HM in einer Geraden liesen. so müssen anch 


M SO in einer Geraden liegen und zwar in derselben. weil zwei Punkte 


UN 
id 


' deine Ylınh “2 ‘ N ıD ann B .f Iı 17 E> Ä , N 
meinschaftlich sind, also die vier Punkte HS MO liegen auf einer und derselben 


(Geraden. Die Lage dieser vier Punkte zu einander erkennen wir aus deı 
Betrachtung des vollständigen Vierecks beb,e,. dessen Diagonalpunkte a S s 
sind: aus der harmonischen Eigenschaft desselben folet nämlich. dass a Sau 
vier harmonische Punkte sind und zwar a und S zueeordnete. a, und «a. zu- 
seordnele: die von 9, dureh diese Punkte gehenden Strahlen sind mithin auch 


harmonisch und trelfen die Gerade WS wieder in vier harmonischen Punkten. 
folelieh ist: 


Ss HMO ? 


SU 


“ 


d.h. die vier Punkte S H MO liegen harmonisch und zwar sind S und H 
geordnete, MH und O zugeordnete harmonische Punkte 

Die Operation, welche uns von dem Dreiecke abe zum Dreicke a,b, 
und von diesem zum Dreiecke a,,b,,c,, führte. kann nun fortgeselzt werden. 


laneen dadurch vom Punkte Y zu Jl. von I zu O0. von O zu 


und wir © 
einem neuen Punkte O0’ u. s. f. zu 070”... einer bis ins Unendlicehe ver- 
laufenden Reihe von Punkten, die sämmtlich auf derselben Geraden MS liegen 
und in ihrer Aufeinanderfolge einem gewissen Gesetze unterworfen sind: es 
entsteht die Frage. ob der Punkt 0°), wenn wir die Operation bis ins Unend- 
liche fortgesetzt denken. einer bestimmten Grenzlage sich nähert: die Construction 
der Punkte O0 0’ 0”... liefert die harmonischen Beziehungen: 


S HAIO —1, 





suıo0 1. 
Ss00 0" , 
s0’0'0" u 


und es lässt sich aus diesen Gleichungen der Werth des Doppelverhällnisses 
SHMO") =r, ganz allgemein ermitteln und daraus die Grenzlage von 0" 
finden. Bezeiehnen wir nämlich /SHMOV") mite,_,. so haben wir. wenn wir 
die erste der vorigen Gleichungen fortlassen, aus denselben Beziehungen : 


SMOO' = v, 


l . 


Da nun (SHMO) = —1. also (SMHO)=2 und ferner allgemein: 


- PR 
27° 


nz 
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(abed) .(abde).(abee) = 1*), 


(SMO'H) = —— 


und 
SHMO')=v,=1-—?Rp,_.- 


Diese Relation zwischen zwei einander folgenden Werthen : 


o, = 1-2 _, 
giebt. da ev, = —1 ist. sämmtlich Werthe der Reihe »,®,®;... und den all- 
gemeinen Werth: 
„.mes® 
«) 


dessen Grenzwerlh für ein unendlich gross werdendes » der Werth +x ist: 
wenn aber das Doppelverhältniss: 
SHMO’) = +x 

ist. so muss 0° mil $ zusammenfallen: der Punkt S ist also die Grenzlage, 
welcher sich die Reihe der Punkte O0 0' 0"... immer mehr nähert. 

Anmerkung. Wenn die gegebene Gerade ( die unendlich - entfernte 
Gerade @, ist und das auf ihr befindliche Punktsystem (s, #) durch sämmtliche 
Paare zu einander rechtwinkliger Richtungen fixirt wird, also zu Asymploten- 
punkten die beiden unendlich-entfernten imaginären Kreispunkte hat (Theorie 
d. Kegelsch. S.203). so wird // der Höhenpunkt, S der Schwerpunkt, M der 
Mittelpunkt des umschriebenen Kreises für das Dreieck abe, O der Mittelpunkt 
desjenigen Kreises. welcher durch die Mitten der Seiten des Dreiecks abe 
eehl: die Kegelschnitte 4 und 0° werden diese Kreise selbst, und die oben 
ausgesprochenen Beziehungen gehen in die bekannten elementaren Eigenschaften 
jener sogenannten merkwürdigen Punkte des Dreiecks über. Es ist leicht 
ersichtlich. wie die Ergebnisse der weiter folgenden Untersuchung sich in 
dem besonderen Fall modilieiren. 

2. Der Kegelsehnili 0° hat den Punkt O0 und die Gerade @ zum 
Pol und zur Polare. sowie das auf @ gegebene Punktsysiem (s, 0) zum zu- 
gehörigen. folglich ist Oo, oder a,,6, die Polare von s, in Bezug auf den 
Kegelschnitt 0°: die Gerade be trifft den Kegelschnitt 0° ausser in a, noch 


in einem zweiten Punkte, welcher der vierte harmonische dem a, zugeordnete 


*) Möbius. der barvcentrische Caleul, S. 250. 
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ist. während s, und (a9, be) das andere Paar zugeordneter Punkte sind. 
Dieser vierte harmonische Punkt ist leicht zu ermitteln: da nämlich s, [abe,s; 
vier harmonische Strahlen sind. so trefllen sie aa, in vier harmonischen Punkten. 
von denen a und a, zugeordnete, a, und der Schnittpunkt (aa,.ss;) zu- 
oeordnete sind; werden diese von o, auf be projieirt, so erhalten wir vier 
neue harmonische Punkte (aso,., be) und a,. (a@,,9,.be) und s,;: folelich ist der 
Schnittpunkt (ao,. be, jener gesuchte vierte harmonische Punkt, durch welchen 
der Kegelschnitt 0° „ehen muss: bezeichnen wir daher: 


09,,de) =, bo,.ca)=P 


a cö,. ab 
so folgt: Die sechs Punkte a, b, ce, « 9 y liegen auf demselben Kegelschnitt O 
welcher das auf G gegebene Punktsystem |s,6) zu seinem zugehörigen hat. 
Dieser Satz lässt sich auch so umkehren: Ein Keeelschnitt. welcher 
durch die drei Punkte «, % y geht und das Punktsystem (s, 6) auf @ zu seinem 
zueehöriven hat. muss auch durch 5, und e, gehen. Fassen wir nun das 
Dreieck beH auf an Stelle des ursprünglichen bea, so ist zunächst a, der 
vierte harmonische. dem s, zueeordneie Punkt auf be: ferner trifft DIE die 
Gerade @ in @,. dessen conjugirter im Punktsvstem (s,0) der Punkt s, ist. 
also der Schnittpunkt (DH, es,) oder (bo,. ca) oder 5 hat für das Dreieck 
bel gleiche Bedeutung. wie für das Dreieck bea: dasselbe gilt vom Punkte 
e —= (cH, bs,) = (co,. ba). Hieraus folet, dass der alte Kegelschnitt 0° nunmehr 
auch durch zwei neue Punkte gehen muss, deren einer der vierle harmonische 
auf DH, dem 6, zueeordnete. der andere auf cH, dem 6, zugeordnete ist: 
bezeichnen wir diese neuen Punkte. für welche die Beziehungen eelten: 
(Hase, — —1. Ho; />, _— p (Heo,y, Ep 
durch @, , yı. so wissen wir, dass der Kegelschnitt OY’ auch durch die Punkte 
*, Pı Yı gehen muss. Dies Resultat lässt sich auch etwas anders aussprechen: 
Die vier Punkte abs H bilden ein vollständiges Viereck, dessen dre: 
Seitenpaare von der Transtersale G in drei Punktepaaren eines Punktsystems 
s, 6) getroffen werden: construirt man zu jedem dieser sechs Schnältpunkte 
den zugeordneten vierten harmonischen Punkt auf je einer Seite, deren Luchen- 
paar ebenfalls zugeordnet ist, so erhält man sechs Punkte a, b, ce, ©, 9, yı. die 
auf einem Kegelschnitte 0°’ liegen. der das auf G@ befindliche Punktsystem 
s,0) zu seinem zugehörigen hat und auch durch die drei Diagonalpunkte a 7 y 
des vollständigen Vierecks abell hindurchgeht. Dieser Kegelschnitt ist der 


p) 7 . v y . » . , . 7 . 
Polar- Kegelschnitt der Geraden @ in Bezug auf ein Kegelschnitlbüschel mit 


den vier Grundpunkten a be H. (Theorie d. Kevelsch. S. 314.) 
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Die beiden kegelschnitte M und 0° haben der Construction zufolge 


die Gerade G zur (reellen oder ideellen) eemeinschaftlichen Sekante. mithin 


nolhwendie noch eine zweite gemeinschaftliche Sekante. die aus dem übrigen 
Theil des Linienpaares besteht, welches mit dem beiden Kegelschnitten 7‘ 


n N N . “ > ı .. . 2 .. f N . . . . . 
und 4° demselben Kegelschnittbüschel angehört. Die characteristische Eigen- 
schaft des Kegelschnitibüschels. jede Transversale in einem Punktsvstem zu 


ıreffen (Theorie d. Kegelsch. S. 236). gewährt ein leichtes Mittel, jene zweite 


‚emeinschaftliche Sekante zu construiren. Nehmen wir die Punkte b e und 


a, o als zwei Paare conjugirter Punkte eines Punktisystems an, welches dadurch 

besiimmt wird, und suchen zu s, den conjugirten Punkt »,. so dass also: 
bea,s,) = (cber, 

wird. so muss die gesuchte Gerade dureh r, gehen: nun ist aber (bea,s) = —1. 

also auch (eber,)=—1. d.h. r, der vierte harmonische dem Punkte © zu- 


oeordnete Punkt, während be das andere Paar zueeordneter Punkte ist. Aus 
der harmonischen Kigenschaft des vollständigen Vierecks bej7y ergiebt sich 
ferner, dass der Schnitipunkt (be, 77) jener vierle harmonische Punkt r, sein 
muss: bezeichnen wir daher die Schnittpunkte: 
be. 9% it ca.vyo)=Hr;. ab, 0/3 12. 
„U #3 l ’‚’# - > Il > 
so folgt: Die drei Punkte vr, vr, r, liegen auf einer Geraden I, welche für die 
heiden Regelschnitte M’ un () eine (zweite) gemeinschaftliche Sekante ist. 
[en KKegelschnitte M’ und 0’ eine (zweite) gemeinschaftli 
Der Schnittpunkt (@, 7") des eben betrachteten Linienpaars ist ein Eek- 
punkt des gemeinschaftlichen Tripels der beiden Kegelschnitte HU und 0°; 


.y 1 


eine Polare ist also für beide Kegelschnilte dieselbe Gerade und geht sowohl 
durch den Pol der Geraden @.in Bezug auf den einen, als auch in Bezug 
auf den andern Kegelschnitt. d.h. durch die Punkte MH und O: der Schnitt- 
pankt (G, I) und die Gerade, auf welcher die Punkte H S M O liegen, sind 
Pol und Polare in Dezug auf beide Kegelschnitte MT und O0’ gleichzeitig: 
sie gehören also dem gemeinschaftlichen Tripel beider Kegelschnitte an. 

3. Der Punkt 77 steht in einer eieenthümlichen Beziehune zu den 
beiden Kegelschnitten WU’ und 0°. Von dem auf 0° befindlichen Punkte « 
sehen nämlich zwei Strahlen nach zwei conjugirten Punkten s, und o, in Be- 
zug auf den Kegelschnitt 0°’ und os,. «5, treffen 0° zum andern Male in 
a, und @,; die Sehne a,a, muss daher durch den Pol O der Verbindungslinie s,9, 
(oder @) hindurehgehen (Theorie d. Kegelsch. S. 153). oder die drei Punkte a, «, 0 
liegen in einer Geraden, welche @ im vierten harmonischen zu O zugeordneten 


Punkte trifft. Diese vier harmonischen Punkte von o, auf die Gerade JIHO 
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projieirt geben wieder vier harmonische Punkte, nämlich 4 HT O und den Sehnitt- 
punkt mit @: da auch «a H «, 6, vier harmonische Punkte sind. so folet aus 
der Gleichheit der Doppelverhältnisse und dem Zusammenfallen entsprechender 
Punkte in H, die perspectivische Lage, d.h. Ma, O«, und G schneiden sieh 
in einem Punkte. HVerner trelien die von a, nach den vier harmonischen 
Punkten S // MO gehenden Strahlen die Gerade Ma in vier neuen harmonischen 
Punkten, nämlich: @« (aH,aM) M und (G,aM\: die beiden letzteren sind 
eonjugirte Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt N, auf welchem « lieot. 
folglich liegt auch der Schnittpunkt (Ha,. Ma) auf dem Keeelschnitt 7: be- 
zeichnen wir diesen für den Ausenblick mil 
a Ha,. Ha). 


so wissen wir nach dem Vorigen. dass Ma (oder au, Or, (oder a,e,) und @ 


(oder zs, irgend ein Paar conjugirter Punkte des auf @ gegebenen Punkt- 


systems) sich in einem Punkte treffen: die beiden Dreiecke: 
ac, und aa,s 

liegen also perspeclivisch, folglich die Schnittpunkte: 

AX, AS 8,45, Hl 
auf einer Geraden; der erste Punkt gehört dem Kegelschnitt MU’ an. weil an 
durch den Pol xz5 geht. der zweite dem Keselsehnitt 0°, weil «a,e, durch 
den Pol von xS geht; da nun nach dem Früheren die Punkte HZ a «, o, har- 
monisch liegen, so müssen sie von . auf die zuleizti erhaltene Gerade projieir! 
wiederum vier harmonische Punkte liefern. also sind MH (ax,as) (ex. a, Ss 
und der Schnittpunkt mit @ vier harmonische Punkte; dies lässt sich folgender- 
maassen als Salz aussprechen: 

Jeder Verbindungsstrahl von H mit irgend einem Punkte des Kegel- 
schnitts MU’ trifft die Gerade G in einem solchen Punkte, dass der ihm zu- 
geordnete vierte harmonische Punkt, während die ersteren beiden ebenfalls 
zugeordnet sind, allemal auf dem Kegelschnitte O0 liegt. 

ilieraus ergiebt sich eine weilere Eigenschaft des Punktes 4. Wir 
verbinden // mit irgend einem Punkte m des Kegelschnitts MM, nennen den 
Schnittpunkt von Zm und @ den Punkt m und den vierten harmonischen w. 
so dass: (Hmum)=—1 ist; der Strahl Am will nun den Kegelschnitt MT 
noch in einem zweiten Punkte =’, und der durch die Bedingung: 

(Hmm) = —1 


bestimmte Punkt «' liegt ebenso wie « auf dem Kegelschnitl 0°. Denken 
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wir uns einen zweiten Strahl durch # gezogen. Hr und bestimmen die ana- 
Iogen Punkte u vr = v, d.h. 


Hnvı)= —1. Hn'v'n)= —1. 


so haben wir die zwei Vierecke: mm'an', dem Kegelschnitt 4% und uw‘, 


dem Kegelschnilt 0°” einbeschrieben:; diese beiden Vierecke haben einen Dia- 


»onalpunkt #4 gemeinschaftlich und das durch / gehende Seitenpaar. Aus 


der harmonischen Lage folgt. dass 
mn ur mm sich in einem Punkte schneiden 
am vu mM -  - - ie 5 
mn ur MM - - . - u = 
am vu mm a ” = u 
und hieraus wieder, dass die beiden Dreiecke, deren eorrespondirende Ecken sind 
m n (mn, nm 


und 
' ! 
u v (uv,vu), 
die Schnitipunkte entsprechender Seiten auf der Geraden @ haben, also per- 


c 


speetivisch liegen müssen, d.h. da der Schnittpunkt (mu, nv) = H ist, die Punkte: 
IH (mn, nm) (ur, vu 
müssen auf einer Geraden lieeen und aus demselben Grunde auch die Punkte: 


’ ’ 


H (mn, m'n’ ur, uV 
Dies zeigt aber. dass die beiden Vierecke mum'n’ und unrwu'v' nicht blos das 
in // sich kreuzende Seitenpaar, sondern auch das in H sich kreuzende Dia- 
sonalenpaar gemeinschaftlich haben, und da bei einem dem Kegelschnilt ein- 
beschriebenen Viereck das Diagonaldreieck allemal ein Tripel conjugirter Punkte 
ist (Theorie d. Kegelsch. 8. 152). so sind die beiden in 4 sich kreuzenden 
Diagonalen ein Paar conjugirte Strahlen in Bezug auf beide Kegelschnitte MY 
und 0° zugleich; dieselbe Betrachtung für zwei beliebige andere durch H 
sehende Strahlen angestellt zeigt, dass überhaupt dem Punkte H in Bezug auj 
heide Kegelschnitte MT amd 0° ein und dasselbe Strahlsystem zugehört, oder 
falls dieses hyperbolisch ist. dass der Punkt H der Schnittpunkt zweier ge- 
meinschaftlichen Tangenten der Kegelschnitte M” und O0 ist. 

I. Der Punkt S$ hat eine ähnliche Beziehung zu den beiden Kegel- 
schnitten 7 und 0°, wie der Punkt H. Fassen wir nämlich das in (2. 
gefundene Resultat etwas anders auf, so können wir es folgendermaassen aus- 
drücken: Ist einem Dreiecke abe ein Kegelschnitt 47° umschrieben und trifft 


eine beliebige Grade @ in der Ebene die Dreiecksseiten in den Punkten s, & s;. 
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deren zugeordnete vierte harmonische Punkte auf den Dreiecksseiten a, b, e, 
sind; legt man endlich durch a, b, ce, einen Kegelschnitt 0°, der das auf @ 
befindliche, dem Kegelschnilt 4” zugehörige Punktsystem auch zu seinem zu- 
gehörigen hal. so trifft dieser hiedurch völlig bestimmie Kegelschnitt 0°) die 
Seiten des Dreiecks abe in drei neuen Punkten « 5 y der Art. dass aa bP ey sich 
in einem Punkte Z/ schneiden und der Geraden @ in drei Punkten 0, 0, o, be- 


gegnen, die conjugirt sind den Punkten s, s, s; in demjenigen Punktsvstem. 


welches beiden Kegelschnilten I‘ und 0° gemeinschaftlich auf der Geraden 
@ zugehörl. Setzen wir nunmehr die in (2.) ermittelte andere gemeinschaft- 
liche Sekante /" der beiden Kegelschnilte HC und 0° an Stelle der vorigen 
(, so haben wir wiederum den dem Dreiecke abe umschriebenen Keselschnit 
M®, die Gerade /', welche den Dreiecksseiten in den Punkten r, r, r, be- 


gegnet und die vierlen harmonischen Punkte @ 5 y auf diesen Dreiecksseiten: 


y 
der durch « 5 y gelegte Kegelschnitt. welcher das auf /' dem Keeelschniti 
M zugehörige Punktsystem zugleich zu seinem zugehörigen hat. ist identisch: 
mit dem früheren Kegelschnitte 0°; er trifft die Dreiecksseilen zum andern 
Male in den Punkten a, 5b, ce, der Art, dass aa, bb, ce, sich in einem Punkte 
S schneiden und der Geraden / in drei neuen Punkten o, © 0, beveenen. 
die conjugirt sind den Punkten r, r, r, in demjenigen Punktsystem, welches 
beiden Kegelschnilten M und 0° gemeinschaftlich auf der Geraden /' zu- 
vehört. Hiernach haben wir folgenden Salz: 

Die vier Punkte a be S bilden ein vollständiges Viereck, dessen drei 
Seitenpaare der Geraden I’ in drei Punktepaaren desjenigen Punktsystems 


begegnen, welches beiden Kegelschnitten M’ und O“’ gleichzeitig zugehört. 


Die Gerade /' und der Punkt 5 stehen also in derselben Beziehung 
zu einander. wie die Gerade @ und der Punkt 7. Hieraus können wir sofor! 
folgende weiteren Schlüsse ziehen: 

Construiren wir auf den Strahlen Sa, Sb, Sc die zu den Punkten 
0, 0, 0, zugeordneten vierten harmonischen Punkte a b c, so dass: 

(Sapa)= -1. (Sbelb)=—1. (Scor)=—I1 
ist, so liegen die drei neuen Punkte abc ebenfalls auf dem Kegelschnitte 0". 

Wir können sodann ohne Beweis die oben gefundenen Eigenschaften. 
welche sich auf die Gerade @ mit ihrem Punktsystem (s, 6) und den Punkt H 
beziehen, übertragen in neue Eigenschaften. welche sich auf die Gerade / 
init ihrem Punktsystem (r, eo) und den Punkt S beziehen; nämlich: 

28 
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Es liegen folgende je drei Punkte in einer Geraden: 


Ber: Kar: ir: 


Pyr; yanr; eafßr;; 
/F * . Ar . . 
Pco,; yaoı; abo; 
| i 
bo; eco; Pam. 


Die drei Verbindungsstrahlen ao, 9, y9; schneiden sich in einem Punkte M, 
dem Pol der Geraden I' in Bezug auf den Kegelschnitt M. 

Die drei Verbindungsstrahlen oa, 3b, yc schneiden sich in einem Punkte 
‘2, dem Pol der Geraden I in Bezug auf den Kegelschnitt 0°. 

Die Punkte M und £2 liegen auf der Geraden HS und bilden mit zu- 
diesen vier harmonische Punkte, indem die beiden ersten und die beiden letzten 
geordnet sind: 


(SHN2) = —-1. 


Der Kegelschnitt O'’ ist der Polarkegelschnitt der Geraden I’ in Bezug 
auf ein Kegelschnittbüschel mit den vier Grundpunkten a bes. 

Jeder Verbindungsstrahl von S mit irgend einem Punkte des Kegel- 
schnitts MM trifft die Gerade I’ in einem solchen Punkte, dass der ihm zu- 
seordnete vierte harmonische Punkt, während die beiden ersteren ebenfalls 
sugeordnet sind, allemal auf dem Kegelschnitte 0° liegt. 

Dem Punkte S gehört in Bezug auf beide Kegelschnitte MW’ und 0° 
ein und dasselbe Strahlsystem zu; ist dies hyperbolisch, so ist S der Schnitt- 
punkt zweier gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Kegelschnitte. 

5. Die beiden Dreiecke a,b,e, und «/y, welche dem gegebenen abe 
einbeschrieben sind (und auch dem Kegelschnitte 0°). bieten noch einige 
besondere Eigenschaften dar, die hinzugefügt werden mögen. 

Aus den harmonischen Beziehungen: 

besa)=—1 und (dere) = —1 
folgt. dass sowohl die drei Punktepaare: 

Be A Far 
einem Punktsysteme angehören, als auch die vier Punktepaare: 
Dee u 

einem zweiten Punktsysteme, dessen Doppelpunkte 5 und e sind; aus der in 
sich projeelivischen Eigenschaft jedes Punktsystems folgt nun die Gleichheit 
der Doppelverhältnisse: 


(abr,s,) = (a,cs,r,) = (sıca,e) = (aa,c$,). 














Wir haben also folgende Gleichheit: 
(abr,s)=(aa,es,). 
Denken wir uns die letzten vier Punkte von s, auf ey projieirt. so 
erhalten wir vier neue Punkte: 
© (a161,0Y) (ac,oy) (SS, a). 
die mit 
% b r, $ 


projectivisch sind und perspectivisch liegen: hieraus folet. dass die drei Punkte 


b (acı,oy) und (rn, 88: 
in gerader Linie liegen. Bezeichnen wir den Schnittpunkt: 
(7. e — 0 
und die drei Punkte: 
(be,Py)=u (aa,yeo)=m (ab,0eß)=u,, 


so liegen nach dem Vorigen: 


au 0 
bo 
ce m 0 


in je einer Geraden. Bezeichnen wir noch die Schnittpunkte: 
(b, 7; 6ı P) —=v, (ct, a,Y) =» (aß. be) u) 


so bilden immer drei Punkte: 


aa vo, 
b m 
un 


je ein Tripel conjugirter Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt 0°, weil sie 
die Diagonalpunkte eines demselben einbeschriebenen vollständigen Vierecks 
sind. und da au, durch o geht. so muss ®, auf der Polare von o liegen. d.h 
auf der Geraden SH, also: 

Die drei Punkte ve, v, ev, liegen auf der Geraden SH. 

Sodann folet aus dem Pascalschen Satze, weil die sechs Punkte 
a, b, c, @ P y auf dem Kegelschnitte 0° liegen, dass 


U % 0; 
u 2 (21 3 ® | 
4 U ©; 


in je einer Geraden liegen. Die drei Punktepaare u,v, uv, U; bilden also 
die drei Paar Gegenecken eines vollständigen Vierseits. 


28 * 
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Aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse: 
(bes,a,) = (ber«, 

folgt die Projectivität der Strahlbüschel: 

c,|bes,a,] = yl[ber,e], 
und da e,yb in derselben Geraden liegen. die perspectivische Lage der beiden 
Strahlbüschel, also liegen 

e (abd1,YP) (ca, Ye, 
oder 

c 7 72 
in einer (reraden. woraus denn folgt, dass je vier Punkte: 
am m e, 


b u: 


; U 
ee 
in einer Geraden liegen. 

Da nun cv, identisch ist mit »,”, und die Polare von «,. ebenso ww, 
die Polare von a, und a,u, die Polare von w,. so bilden die Punkte u, w u; 
ein Tripel conjugirter Punkte in bezug auf den Kegelschnitt O0. 

Aus dem Umstände, dass x, «, zwei conjugirte Punkte in Bezug auf 
den Kegelschnitt 0° sind und a... a,u, denselben resp. in e, und 5, treflen, 
folgt, dass auch Ö,x, und e,a, sich in einem Punkte dieses Kegelschnitts be- 
segnen (Theorie d. Kegelsch. S. 154); durch denselben geht gleicherweise 
auı,. also: 

Die drei Verbindungslinien au,, bu. cu, treffen sich in einem Punkte P 
des Kegelschnitts 0°. 

Auf ganz dieselbe Weise geht hervor, dass die drei Verbindungs- 
linien ou,, Pu, yu, sich in einem Punkte Q des Kegelschnilts O° treffen. 

Fassen wir das dem Kegelschnilt 0° einbeschriebene Viereck a,«PV 
ins Auge, so ist ein Diagonalpunkt desselben «,; seine Polare «,u, geht also 
durch ‚PO. be), oder der Punkt (w,,, be) liegt mit P und Q auf derselben 
Geraden: gleicherweise auch (a,u,. ca) und (wu. ab). d. h. die drei Schnitt- 
punkte: 

20,.be) (mu. ca) (umu,. ab) 
liegen auf einer Geraden mit den Punkten P und O. 

Aehnliche Betrachlungen, wie sie hier an die beiden Dreiecke «a,b;e; 
und «/y angeknüpft sind, lassen sich auch für andere Dreieckspaare anstellen. 
die ebenso aus einem der Dreiecke beH, caH, abH oder bcS, caS, abS her- 
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vorgehen, wie die betrachteten aus dem ursprünglichen Dreiecke abe. Wir 


gehen nicht weiter hierauf ein. 

6. Ist das Dreieck abe und auf der Geraden @ das Punktsystem (s, © 
gegeben, so-kann nach Kegelschnitten gefragt werden. welche die Seiten des 
Dreiecks berühren und das Punktsystem (s, 0) zu ihrem zugehörigen haben. 
Sei m der Pol der Geraden @ in Bezug auf einen solchen Kegelschnilt und 
treffe am die Gerade G in x, dessen conjugirter Punkt & im gegebenen Punkl- 
system (s, 6) sei, dann müsste & der Pol von am.x sein, also ax und as con- 
jugirte Strahlen in Bezug auf den gesuchten Kegelschnilt: da nun ab und ««c 
Tangenten desselben sein sollen, so kennen wir das (hyperbolische) Strahl- 


system. welches dem Punkte a in Bezug auf den gesuchten Kegelschnill zu- 


je 


ehört, und haben in diesem ein Paar conjugirte Strahlen zu ermilteln. die 
zugleich durch ein Paar conjugirte Punkte des gegebenen Punktsysiems (s, 
bindurchgehen. Wir haben also das gemeinschaftliche Paar conjugirter Strahlen 
zweier in a concentrischer Strahlsysteme aufzusuchen, deren erstes ab und ac 
zu Asymptoten hat und deren zweites mit dem gegebenen Punktisystem (s, © 
perspeclivisch liegt, eine Aufgabe. deren Lösung bekannt ist. (Theorie d. 
Kegelsch. S.59 und 8.163.) Ist dieses Strahlenpaar gefunden, so muss m 
auf einer der beiden Geraden liegen. Ermitteln wir zweitens das gemeinschall- 
liche Paar conjugirter Strahlen, welches zwei concentrischen Strahlsystemen 
angehört, deren eines die Asymptolen be und ba hat. während das andere 


in b perspectivisch liegt mit dem gegebenen Punktsystem (s, 0). so gilt von 


diesem Strahlenpaare dasselbe, wie von dem vorigen. Die beiden gefundenen 


rn 2 


Strahlenpaare schneiden sich nun im Allgemeinen in vier Punkten m m m m 

deren jeder als Pol der Geraden @ in Bezug auf einen Kegelschnilt angesehen 
werden darf, welcher die Dreiecksseiten berührt und das Punkisystem (s, © 
zu seinem zugehörigen hat; denn umgekehrt muss ein Kegelschnilt. welcher 
m und @ zu Pol und Polare hat mit den auf ihnen befindlichen perspeclivischen 
Punkt- und Strahl- Systemen, und der ausserdem eine Dreiecksseile berührt, 
wodurch er eindeutig bestimmt ist, auch die beiden andern Dreiecksseiten 
berühren. Hieraus folet. dass auch die beiden Strahlen, welche durch die 
dritte Ecke ce des Dreiecks gehen und das gemeinschaftliche Paar conjugirler 
Strahlen zweier Strahlsysteme sind, deren eines die Geraden ca und eb zu 
Asymploten hat, während das andere in e perspectivisch liegt mit dem ge- 
gebenen Punkisystem (s, 5), durch dieselben vier Punkte m m’ m" m’ gehen 


müssen. Es giebt also im Allgemeinen vier Kegelschnitte, welche die Seiten 
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des Dreiecks abe berühren und das gegebene Punktsystem (s, 0) zum zuge- 
hörieen haben. Ihre Construction oder vielmehr die der vier Punkte m m’ m’ m" 
lässt sich mit Hülfe des umschriebenen Kegelschnitts M nach der bekannten 
Construction des gemeinschaftlichen Paars conjugirter Strahlen bei zwei con- 
centrischen Strahlsystemen (Theorie d. Kegelsch. S. 163) folgendermaassen 
ausführen: Für den Kegelschnitt MM, welcher dem Dreieck abe umschrieben 
ist und das gegebene Punktsystiem (s, 0) zu seinem zugehörigen hat. construire 
man den Pol M der Geraden @ (des Trägers vom Punktisystem (s, 6)) und 
die Pole p, p; p; der Dreiecksseiten be, ca, ab, ziehe die Linien Mp,. Mp,. Mp;. 
welche den Kegelschnitt M in drei Punktepaaren ,7,, ;7,. 71,71, trellen. 
dann bilden die drei Strahlenpaare: 
an, an, bm bm cn, en, 

die sechs Seiten eines vollständigen Vierecks oder schneiden sich zu je drei in 
vier Punkten m m’ m’ m’, welches die gesuchten sind. 

Von den letzten drei Strahlenpaaren, welche die gesuchten gemein- 
schaftlichen Paare conjugirter Strahlen der oben angegebenen concentrischen 
Strahlsysteme sind. muss eines immer reell sein: es können aber auch alle 
drei reell sein: von den vier Punkten m m’ m” m’ sind also entweder alle vier 
oder keiner reell; das Letztere kann nur der Fall sein, wenn das gegebene 
Punkisystem (s, 6) hyperbolisch ist, braucht dann aber nicht immer einzulrelen. 
Aus der angegebenen Construction der Berührungskegelschnitte, welche 


einem „eoebenen Dreieck einbeschrieben werden können und ein gegebenes 


Punkisysiem zum zugehörigen haben. folgt beiläufig. dass für das Dreieck 
o/y und das Punktsystem (s, 6) auf G, jene vier Punkte m m’ m’ m’ nichts 
anderes sind. als die bekannten Punkte a b e H und anderseits, dass für das 
Dreieck a,b,e, und das Punktsystem (r,o) auf /'jene vier Punkte m m’ m’ m’ 
die Punkte a b e S werden. 

.  Selzen wir den reellen Fall voraus. dass es einen Keeelschnitt T" 
giebt (milhin nach dem Vorigen vier Kegelschnitte). welcher die Dreiecks- 
seiten be, ea, ab in den Punkten #, t, £, berührt und das Punktsystem (s, o 
zum zugehörigen hat: dann schneiden sich die drei Verbindunesstrahlen at,., bt. 


nn 
{ 


ct, in einem Punkte, (Theorie d. Kegelsch. S. 93) und die drei Schnittpunkte: 
(be,t,t) (ca,t;t) (ab, tt) 

liegen auf einer Geraden. welche die Polare des vorigen Punktes in Bezug 

auf den Kegelschnitt T' ist. Diese drei Punkte sind die vierten harmonischen 

den Berührungspunkten zugeordneten Punkte auf jeder Dreiecksseite, auf der 
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die beiden Ecken das andere Paar zugeordneter Punkte sind. Da die Gerade 
( die Dreiecksseiten be, ca, ab in den Punkten s, s; s; trifft. deren zureordnete 
vierte harmonische a, b, c, sind, so werden auch a[bea,s,| vier harmonische 
Strahlen, also aa, und as, zwei conjugirte Strahlen in Bezug auf den Kevel- 
schnitt 7°” sein, weil ab und ae Taneenten desselben sind. Die Polare von 
a ist &t,. folelich bilden die drei Punkte: 


a (aa, t;t,) Be 
ein Tripel conjugirter Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt 7°’: mithin ist 
aa,,t;t,) der Pol von as,, liegt also auf der Polare von s,. welche ausser- 
dem offenbar durch den Berührungspunkt £, geht und durch den Punkt o,. 
der in dem gegebenen Punktsystem zu s, conjugirt ist; bezeichnen wir nun- 
mehr die Schniltpunkte: 


(au,bt)=w, (bb,4bh)=w, (cc,Ll, Ta 
su, hei, (da, (li, Ö,. 
so liegen 
t, w, ©, auf der Polare von s, 
m  -  - - - 8 
si en -— 
und 
a w, ©, bilden ein Tripel conj. Punkte 
bw. &, jr . “ . = 


e u @; _ - u - rn 


Da nun die drei Punkte s, s, s, auf der Geraden @ lieven. so schneiden 


sich die drei Verbindungslinien tw,. bw,. t,w, in einem Punkte, dem Pol der 
Geraden @ in Bezug auf den Kegelschnitt T', und weil auch aw,. bw,. cw;. 
sich in einem Punkte $S trellen, so müssen die Punkte ©, ®, ®, in einer Geraden 
liegen, der Polare des Punktes S in Bezug auf den Kegelschnitt 7’. Hieraus 
ergiebt sich weiter, indem auf den Seiten des Dreiecks #,&f, zu den in einer 
Geraden liegenden Punkten ®, ®, ®, die zugeordneten vierten harmonischen 


©, %, w, sind, dass auch 


vw ı& @, 
© % 0, 
w 3 [2b 1 (70) 2 


in je einer Geraden liegen. Endlich müssen, weil die drei Geraden bt,, au, 
und £,0, sich in einem Punkte w, treffen, ihre Pole auf einer Geraden liegen. 
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also es finden sich je drei Punkte: 


Ad 


08 


Bi: 


ee u 8 
'n einer Geraden. Bezeichnen wir die Schniltpunkte der drei Berührungs- 
sehnen &t,. t;f,. tt, mit der Geraden @ durch 7, 7, r,, so sind offenbar « und 
1. b und 7,. e und 7, je zwei conjugirle Punkte in Bezug auf den Kegel- 
schnitt T’, und wir können nach dem Hesseschen Satze (Theorie d. Kegelsch. 
S. 157) aus zwei Paaren conjugirler Punkte allemal ein drittes Paar ableiten: 
da nämlich 5b und r,. e und 7, conjugirte Punkte sind. so müssen auch: 

(bt,,cr,) und (be, r,T; 
eonjugirte Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt T” sein: der letzte Punkt 
ist aber nichts anderes, als s,. folglich liegt der erstere auf der Polare von 
s;. d. h. auf der Geraden f,w,: bezeichnen wir nunmehr die drei neuen 
Schnittpunkte: 


bTr,,en)=t, (ET. a)=Y, ar,.br,)= 3, 
so haben wir: 
Lt, 0, 2 
b, 10, Y 
t; W; 3 


in je einer Geraden, und diese drei Geraden schneiden sich in dem Pol von 
@ in Bezug auf den Kegelschnitt TV. 

Die Lage der drei neuen Punkte x y z zu den früheren trilt noch deut- 
licher hervor. wenn wir bemerken, dass die vier Strahlen #,[t,t,7,a] mit den 
vier Strahlen a[bt,r,t,] perspeclivisch liegen. und dass die ersteren identisch 
sind mit #,[7,,7,a]|. die letzteren mit a|ebr,t,|; die ersteren bestimmen nun 
auf @ vier Punkte und die letzteren auf be, die projeclivisch zu einander 
sein müssen, folglich sind auch die Strahlbüschel projectivisch: 

altzr,r,t,]) = r,|ebat,)]. 
und da sie in der Verbindungslinie ihrer Miltelpunkte ar, zwei zusammen- 
fallende entsprechende Strahlen haben, so liegen sie perspectivisch. d.h. 
| (ar,,er)=Yy, (arn,bz)=z3 und dt, 
liegen in einer Geraden: wir sehen also, dass 
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in je einer Geraden biegen. Es sind ferner f,[abt;t,] vier harmonische Strahlen. 
die @ in vier harmonischen Punkten treffen; verbinden wir dieselben mit «. 
so erhalten wir also wieder vier harmonische Strahlen alt,s,7,7.|: ander- 
seits sind auch 7, |t,£,be] harmonisch, also folgende beide Strahlbüschel Dro- 
jeetivisch : 
a|tıs,T37T;] Zr 'tbbe] 
und zugleich je vier harmonische Strahlen. Da nun in diesen beiden Strahl- 
büscheln die Schnittpunkte von drei entsprechenden Strahlenpaaren. nämlich 
y » t, auf einer Geraden liegen, wie wir vorhin gesehen haben. so muss 
auch der vierte Schnittpunkt entsprechender Strahlen, nämlich: 
aS,,T,t,) oder (as,,tb;t,), 
d.h. ©, auf derselben Geraden sich befinden und es sind: 
ıı ©, y2% 
vier harmonische Punkte: wir können also dem früheren Resultat dies neue 
hinzufügen: 
Die Punkte: 
y» 4 ©, 
:s u. un 
ze yıb © 
liegen zu je vieren auf einer Geraden und sind harmonisch, indem allemal die 
beiden ersten und die beiden letzten einander zugeordnet sind. 
Wir haben einmal vier harmonische Punkte 
yz 1 ©, 
und anderseits auf der Geraden be ebenfalls vier harmonische Punkte 5b et, 
(be, t,t,); die beiden Punktreihen sind daher projectivisch und haben in ihrem 
Schnittpunkte £, entsprechende Punkte vereinigt, folglich gehen die Verbindungs- 
strahlen by, ez, tt, durch einen Punkt, also: 
Die Strahlen 
by cz bt; 
cs ax Li, 
ax by U 
treffen sich zu je drei in einem Punkte. | 
Dies Resultat lässt sich auch anders ausdrücken; die Punkte abt, liegen 
nämlich auf einer Geraden und auch die Punkte a e t, auf einer Geraden; be- 
zeichnen wir daher die Schnittpunkte: 
(ez,ab)=k,, (by,ac)=k,, 
Journal für Mathematik Bd. LXVII, Heft 3. 29 
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so müssen die beiden Punktreihen: 


und 


Bi Br 


’ I 


perspeclivisch liegen, also folgende beiden projectivisch: 
(at,k,c) = (tzak,b); 
die in diesen beiden projeetivischen Punktreihen dem gemeinschaftlichen Punkte 
entsprechenden Punkte sind #, und 4,, also die Berührungspunkte eines 
Keeelschnitts. welcher ab und ac berührt und auch be und k,%,. zwei andere 
"’rojeetionsstrahlen, zu Tangenten hat; dieser Kegelschnitt ist nichts anderes, 
«ls der frühere T"’; folglich ist die Verbindungslinie %,%, eine Tangente des- 
selben; bezeichnen wir noch den dritten Punkt: 
(ae. Be) = #,, 

so folgt: Die drei Punkte k, k, k, liegen in einer Geraden, welche den Kegel- 
schnitt T“’ berührt. Diese besondere Tangente des Kegelschnitts T'’ hat 
nun noch eine zweite geometrische Bedeutung. zu der wir durch die nähere 
Untersuchung der Punkte %, %k, 4, gelangen. 

S. Auf der Geraden be haben wir zwei Mal je vier harmonische 
Punkte, nämlich 

Bra Ari a, 
und 
be t u. 8e), 
woraus hervorgeht, dass b und c, s, und f,. a, und (bt,.be) als drei Paare 
eonjugirter Punkte eines Punktsystems aufgefasst werden können und daher 
mit =, verbunden drei Paare conjugirter Strahlen eines Strahlsystems liefern: 
w,b und w,c, w,s, und w,t. w,a und w,@;: 

da nun s, der Pol von w,tf, und a der Pol von w,@, ist. so ist dies Strahl- 
system identisch mit demjenigen, welches dem Punkte ww, in Bezug auf den 
kegelschnitt 7’ zugehört, also sind 
c,b und w,e zwei conjugirte Strahlen in Bezug auf den Kegelschnitt 7 


nme - Wl - - _ _ _ Fi = 


w.a - wb - a di urn “ ” ” 2 


der Pol der Geraden ®w,b muss demnach auf der Geraden w,e liegen; da nun 


die Polare von b die Berührungssehne f#,f, und die Polare von w, die Gerade 


a®, ist, so folgt. dass 
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w,ce aa, Hit, sich in einem Punkte schneiden 
und ebenso w,b aa, Lhh, - - —- .- 
wa bo, tt: re ir m 
wc ba, Lt; -  - .- de e 
5 A u Zr . _ 
va ca, Lt, _ - . 2 a 
Betrachten wir nun drei solche in einem Punkte zusammenlaufende Strahlen 


z.B. b@®, oder bs,. tt, und »w,e und verbinden ihren Schnittpunkt noch mit 


%=(G,bw,), so haben wir auf den Geraden @ und t,w, vier Paare entsprechen- 
der Punkte zweier perspeclivisch liegenden Punktreihen. nämlich: 

Ö, ID, t, (bs,. t.w, 
und 

a (c.,@) T, 4 


die letzten vier Punkte von e aus auf fe, projieirt geben 

I, ID, Y lt, 
und diese sind daher projectivisch mit: 

% m dr); 

projieiren wir beide Punktreihen von b aus auf ac, so erhalten wir folgende 
projeetivische Punktreihen: 
» b, I; ; 

Ar Bi 
also findet auch die Gleichheit der Doppelverhältnisse stalt: 

b,?tb,k,) == Pb,t.s;) 
welche folgendes aussagt: In einem Punktsystem, für welches t, ein Doppel- 
punkt und b, 5 ein Paar conjugirter Punkte ist, müssen auch s; und hi, ein 
drittes Paar conjugirter Punkte sein. 

Dasselbe gilt für jede der beiden andern Dreiecksseiten und die früheren 

Punkte %, A, A, erhalten dadurch eine neue Bedeutung. Der Punkt #4, is! 
nämlich der Berührungspunkt des Kegelschnitts T'? mit der Geraden «ac, und 
die Punkte b, und > sind die Schnittpunkte des Kegelschnitlls 0° mit der 
Geraden ac; endlich ist ss der Schnittpunkt einer gemeinschaftlichen Sekante @ 
der Kegelschnitte T und 0° mit derselben Geraden ac: folglich muss % 
derjenige Punkt auf ae sein. durch welchen eine zweite gemeinschaftliche 
Sekante geht. die mit @ zusammen ein Linienpaar bildet in dem durch die! 


beiden Kegeelschnitte T® und 0%) bestimmten Büschel: diese zweite gemein- 


schaftliche Sekante geht in gleicher Weise durch die Punkte 4, und A. is 
20 Dr 
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also die Gerade A,k,k,; da sie, wie wir vorhin gesehen haben, eine Tangente 
des Kegelschnitts T'? ist und. wie wir jetzt wissen, eine gemeinschaftliche 
Sekante der beiden Kegelschnitte T”’ und 0°, so muss sie auch den Kegel- 
schnitt 0° in demselben Punkt berühren, in welchem sie T’ berührt: also 
die beiden Kegelschnitte TV’ und 0°’ berühren sich und haben zu ihrer gemein- 
schaftlichen Tangente im berührungspunkte die Gerade, auf welcher die Punkte 
, I, hy liegen”). Die Construction dieser Punkte ist oben angegeben (7.). 

Was für den Kegelschnitt T'’ nunmehr bewiesen ist, gilt offenbar für 
jeden der vier Kegelschnitte, die dem Dreiecke abe einbeschrieben werden 
können und das auf der Geraden @ gegebene Punktsystem (s, 6) zu ihrem 
zugehörigen haben: alle diese vier Kegelschnitte werden also von 0° berührt. 
"erner behält der Kegelschnitt 0°, wie wir früher gesehen haben. dieselbe 
Bedeutung für das Dreieck abe, wie für jedes der Dreiecke beHl, call, abH; 
wir schliessen also: 

Der Kegelschnitt 0°’ berührt die sechszehn Kegelschnitte, welche sich 
je einem der vier Dreiecke abe, beHl, call, abH einbeschreiben lassen und 
sugleich das auf @ gegebene Punktsystem \s, 0) zu ihrem zugehörigen haben. 

Anderseits wissen wir, dass der Kegelschnitt 0° dieselbe Bedeutung 
hat für das vollständige Viereck abeH und die Gerade @ mit ihrem Punkt- 
system (s, 6, wie für das vollständige Viereck abeS und die oben construirte 
(rerade /' mit ihrem Punktsystem (r, 0); wir schliessen also: 

Der Kegelschnitt O0“ berührt die sechszehn Kegelschnitte, welche sich 
je einem der vier Dreiecke abe, beS, caS, abS einbeschreiben lassen und zu- 
gleich das auf der Geraden I’ befindliche Punktsystem \r,o, zu ihrem zuge- 
hörigen haben. 

berücksichtigen wir die oben gefundene Eigenschaft, dass der Kegel- 
schnitt 0° der Polarkegelschnitt der Geraden @ ist in Bezug auf ein Kegel- 
schnittbüschel mit den vier Grundpunkten @« b ce H, oder auch der Polarkegel- 
schnitt der Geraden /' in Bezug auf ein Kegelschnittbüschel mit den vier 
(rundpunkten a b e S, so lässt sich das erlangte Resultat auch so aussprechen: 

Hat man ein Kegelschnittbüschel mit vier reellen Grundpunkten a b ce d 


und eine beliebige Transversale @ in der Ebene, so berührt der Polarkegel- 


*) Die hier angegebene Construction der gemeinsamen Tangente im Berührungs- 
punkte kommt mit derjenigen überein, welche für den besonderen Fall der Kreise in 
Schlömilchs Zeitschrift für Mathematik und Physik Bd. XII, S. 554 von Herrn €. W. 
Baur als „geometrischer Satz“ ohne Beweis mitgetheilt ist. 
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schnitt 0° der Geraden G in Bezug auf das Keygelschnittbüschel diejenigen 
sechszehn WKegelschnitte, welche je einem der vier Dreiecke abe. abd. bed. acıd 
einbeschrieben werden können und die Gerade G zur (reellen oder ideellen) 
gemeinschaftlichen Sekante mit 0°’ haben. 


Liegen insbesondere die vier Punkte « b e d so. dass einer jeder) der 


Höhenpunkt des von den drei andern gebildeten Dreiecks ist. und ist G die 


unendlich entfernte Gerade @_. so folgt der in der Einleitung hervorgehobene 
Elementlarsatz. 

9. Die im Vorigen betrachtete Figur führt noch zu andern Con- 
structionen sowohl der Geraden 4, A, A,. welche für beide sich berührend« 
Kegelschnitte T’ und 0° die Tangente in ihrem Berührungspunkte ist, als 
auch dieses Berührungspunktes selbst. 

Wir haben gesehen (7.). dass die vier Punkte y = f, ©, auf der- 
selben Geraden liegen und vier harmonische Punkte sind; die vier Strahlen 
biyzt,@®,] sind daher vier harmonische Strahlen und treffen die Gerade 41, in 
vier neuen harmonischen Punkten: 

by. bıt, e, be, b,1;) @,. 
Bezeichnen wir den schon früher betrachteten Schnittpunkt: 
by, &t;), = (03, 4h,) =$ 


und analog 


e3,6h) =(asx,tt)=n, 
az,tht)= (by, th) =Z, 
so wie die Schnittpunkte: 
TA, 
ca,t;t, : BD, 


Be) cc 
so sind also & 7, a ®, vier harmonische Punkte, die von s, auf ae projieir! 
wieder vier harmonische Punkte bestimmen. nämlich: 
(Ss, $, ac S) c a. 
Hieraus folet aber, dass der Punkt (s,S, ac) identisch ist mit dem Punkte b,. 
welchen wir anfangs eingeführt haben (1.),. und die Gerade s,s mil der Geraden 
b,c,. folglich schneiden sich die Geraden b,c,. tıt;, by. ez alle vier in einem 
und demselben Punkte < Da nun 
die vier Geraden by cz b,c, &t, durch den Punkt 5 gehen und 


ei - 3 .ucz Ca Hl, - _ PEE S- 5 


as Pr _ UT by da, b, f, t; u u — = 2 9 





Q 
r 
- 
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in einer Geraden 


In 
J 


so liegen by 


- - a gin-  -»- - 
_ - ax nı6 - - _ 


d.h. sn © sind die Ecken desjenigen Dreiecks. dessen Seiten ar, by, ez sind. 

Zur Construction der Geraden A,%4,%,. welche die beiden sich be- 
rührenden Kegelschnitte T? und 0° zur Tangente in ihrem Berührungspunkie 
haben. sind früher die Punkte 2 y 3 benutzt worden: jetzt können wir zu 
ihrer Construetion die Punkte 5 », T benutzen. welche nur aus den Dreiecken 
{\t,t, und a,b,c, der Art hervorgehen, dass: 


b, hl; 5, (Cı L;t, = 71, da, bı. 7 b, ze: 


ist und 


n,be)\=h,. u; ön, ab) = k;; 
die Punkte #, 4, 4, liegen eben in der gesuchten Geraden *). Hieraus folg! 
weiter, dass die beiden Dreiecke abe und S7< perspectivisch liegen müssen. 
weil die Schnittpunkte entsprechender Seiten sich auf einer Geraden befinden. 
Es schneiden sieh also az, br, e/ in einem Punkte. 
Betrachten wir die Seiten des Dreiecks abe und die Gerade AA, k, 


n 


als ein vollständiges Vierseil, so erscheint syX als das Diagonaldreieck des- 


selben: << bilden daher ein Tripel conjugirter Punkte in bezug auf den 
Wegelschnitt T’, weil jenes Vierseit demselben umschrieben ist (Theorie der 
Kevelsch. S.152): dies tritt auch unmittelbar aus der harmonischen Eigenschaf! 


des vollständiveen Vierseils hervor. wonach 


& 1 Ü k; 
7 nn d k, 
C & b k; 


je vier harmonische Punkte sind, immer die beiden ersten zugeordnet und die 
beiden letzten einander zugeordnet. Mithin trelfen die vier Strahlen a|sych,| 
die Gerade 4,f, wieder in vier harmonischen Punkten, also an oder n- geht 
dureh den vierten harmonischen dem S zugeordneten Punkt, während tt, das 
andere Paar zugeordneter Punkte ist. Da nun Ss auf der Polare von a liest. 
so ist al oder »< die Polare von 5 in Bezug auf den Kegelschnitt T” und 
mithin Sc ein Tripel conjugirter Punkte. 

Wir haben früher gesehen, dass s, und x conjngirte Punkte in Bezug 


auf den Kegelschnitt 7’ sind. also tr die Polare von s, ist; jetzt wissen 


Diese Uonstruction hat Salmon in (Juarterlv Journal ot Math. Bd. 1V, pag. 152 
als von W. R. Hamilton herrührend mitgetheilt. 
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wir, dass 5 der Pol von »{ ist. folglich wird der Schnittpunkt = der Geraden 


& 
{2 und n{ der Pol von s,S oder b,ec, sein, also die oben eingeführten Punkte 
x» y » sind die Pole der drei Geraden b,c,. ca, a,b, in Bezug auf den 
Kegelschnitt T”. Da die Dreiecke a,b,c, und ayz Polardreiecke von ein- 
ander sind in Bezug auf TFT’, so liegen sie perspeclivisch (Th. d. Keoelseh 
S.160). d. h. es schneiden sich sowohl a,x, by, c,2 in einem Punkte. als 
auch die drei Schnittpunkte: 


a,b,.y b,Cı,.92) (CA, 37 


liegen in einer Geraden, der Polare des vorigen Punktes. 
4 4 


Wir haben vorhin gesehen. dass die drei Strahlen as, br, eÖ sieh in 


einem Punkte schneiden: da nun die Polare von a die Gerade £f. und von 


De 


& die Gerade „{ ist. so müssen auch die drei Schnittpunkte: 


nu, ER 3 &n, Lit: 
in einer Geraden liegen, d. h. die Dreiecke Abt, und S,< perspectliviseh lieeen. 
also auch 


# se 


ii» - > 


sich in einem Punkte treffen. Dieser Punkt liegt nothwendig auf dem Kevel- 


schnitte T’, welchem das Dreieck ft, einbeschrieben und für den &r[ ein 
Tripel econjugirter Punkte ist, die auf den Seiten des vorigen Dreiecks liegen 
Th. d. Kegelsch. S. 153). Da nun die Polare von S die Gerade S, von t, 
die Gerade be, so ist der Pol von St, der Schnittpunkt \7Z, be hi,. also da 
sich &t,. 7t,. St, in einem Punkte treffen, so liegen %, 4, 4, in einer Geraden. 
welche die Polare jenes Punktes und zugleich Tangente des Kegelschnitts T' 
ist. weil ihr Pol auf dem Kegelschnilt selbst liegt. 

Hieraus Niesst eine Construction des BDerührungspunktes der beiden 
Wegelschnitte T'’ und 0°’. Man bestimme die Schnittpunkte: 


Be, th), sah n,. En 


Il. 
dann schneiden sich die drei Verbindungslinien t;<, #7. L,- in demjenigen Punkte, 


I amd O0’ berühren. 


in welchem sich die Kegelschnitte T 

Weil ax oder »{ durch den vierten harmonischen Punkt zu 4, f, S, der 
dem S zugeordnet ist, hindurchgeht, und c,t,. bit sich in a, £,t, und b,e, sich 
in £ schneiden. so geht „£ auch durch den vierten harmonischen Punkt zu 
b, e, £, der dem & zugeordnet ist; ebenso geht CS durch den vierten harmonischen 


Punkt zu ec, a, 7, der dem n zugeordnet ist, folglich schneiden sich <n a,b, und 


die Verbindungslinie jener beiden vierten harmonischen Punkte in einem und 
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demselben Punkt. oder 


b,c1,n5) (c1a1,55) (a,bı, $n) 


liegen auf einer Geraden, d. h. die beiden Dreiecke a,b,c, und $7S liegen per- 
spectivisch, also a,S, b,n, ce, schneiden sich in einem Punkte. Dieser Punkt. 
in welchem sich die drei Geraden a,S, b,n. e,{ treffen, legt auf der gemein- 
schaftlichen Tangente k,k,k, der beiden sich berührenden Kegelschnitte 7 
und 0%, denn die drei Punkte a, { b, liegen auf einer Geraden und die 
Punkte », e S ebenfalls auf einer Geraden; wir haben daher \Th. d. Kegelsch. 
S. 90) die drei Schnittpunkte: 

‚ac, 15) \ bie, a aıS, bin) 
oder 

k, k; as, bin) 

auf einer Geraden. d. h. der Punkt. in welchem sich die drei Strahlen a;<. 
br, ec, treifen. liegt in der Geraden Äk,kık;. 

Da das Polardreieck von a,b,c, das Dreieck ıryz ist und &7{ sich selbst 
zum Polardreieck hat. so folgt aus dem Vorigen, dass auch die Dreiecke xyz 
und &,S perspeclivisch liegen, d.h. 

ay,&n) (ya1k) (su, &8 
in einer Geraden, während sich xz5, yn, zÖ in einem Punkte treffen. Die 
(rerade, in welcher die drei Schnittpunkte: 

TY, Sn) (3; 1S) (27, C5) 
liegen, geht durch den Berührungspunkt der beiden Kegelschnitte T”’ und 0°. 
weil sie die Polare des Schnittpunktes (a,s, bj) ist und dieser auf der Tangente 
klzk, liegt. 

Weil sich at,, bt,. et, in einem Punkte schneiden (Theorie d. Kegelsch. 
S. 93). so liegen die früher mit a b c bezeichneten Punkte: 

be, bt) =a (ca,b&i4)=bdb (ab, hl.) =c 
in einer Geraden und es sind 
be ad, 

vier harmonische Punkte; da auch 5b e s, a, vier harmonische Punkte sind. 
so folgt die Gleichheit der Doppelverhältnisse: 

(ebs,a,) = (ebat,) 
und die Projeetivität der Strahlbüschel: 

s[ebs,a,] = bjebati]; 

nun finden sich aber s, b und e auf derselben Geraden, folglich sind die beiden 
Strahlbüschel perspectivisch und die Schnittpunkte der drei übrigen Strahlen- 
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paare auf einer Geraden: von diesen ist einer der Punkt b, der andere (s,a,. bi, 
oder (a,e,. tt) =n und der dritte (s,s,, ab): die Gerade br geht daher durch 
den Schnittpunkt der beiden Geraden s,55,; und abc: aus demselben Grunde 
die Verbindungslinie el und auch as: der Punkt, in welchem sich die drei 
Geraden az, bn, el treffen. liegt also auf der Geraden G und ist ihr Schnitt- 
punkt mit derjenigen Geraden, auf welcher ab c liegen. 

Die Pole der drei Geraden as, br), e{, welche wir mit £,7,{, bezeichnen 
wollen, sind: 

He hen (eek. 


Die Punkte Sn,<ı liegen auf einer Geraden, weil ihre Polaren durch einen 


Punkt gehen und die Gerade S7,,<, geht durch den Pol von G in Bezug auf 
den Kegelschnitt T'’. Wir bemerken noch, weil 

he er 

; ıh nn m 

ı bh 65G 


je vier harmonische Punkie sind. erscheint 4,61, als das Diagonaldreieck eines voll- 
ständigen Vierseils. dessen drei Paar Gegenecken SS, 777, SS, sind: ferner treffen siel 
Iısı dm t;o 
b;1], tb; bi 
b;c sh 
zu je drei in einem Punkte u. s. w. 
Diese Eigenschaft führt noch zu einer andern Construction der Geraden 
hl, h,; es ist nämlich 
der Pol von #5, der Schnittpunkt (as, be 
-— - .- im - _ (br, ca) 
u .. . bar Pr _ (06, ab e 


folglich liegen nicht allein die Punkte %, A, A, in einer Geraden. sondern auch 


(as, be); (bn, ca): k; 
br,ca); (eö,ab); kK, 
ec, ab): (as, be): h, 


in je einer Geraden, und weil aS, bn, eZ durch den Schnittpunkt 5 der Geraden 
( mit der Geraden abe hindurchgehen, so gestaltet sich die Construction der 
Punkte k, k, k, folgendermaassen: 
Man construire für die beiden Dreiecke abe und f#,t;t, die drei Schnitt- 
punkte correspondirender Seiten: 
(Be,&t,)=a, (ca,t;t)=b, (ab, tt.) =. 
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welche in einer Geraden liegen, die @ im Punkte o trifft; dann bilden die 
Schnittpunkte: 

(oa, be) (ob,ca) (oec,ab 
ein neues Dreieck, dessen Seiten den correspondirenden Seiten des Dreiecks 
«be in den drei Punkten k, i» A, begegnen *). 

Eine andere Construction der drei Punkte A, %, /,. welche in der ge- 
meinschaftlichen Tangente der beiden sich berührenden Kegelschnitte T'? und 
0 liegen. ergiebt sich, wenn man erwägt, dass die drei Geraden 7;r,. b,e, 
und be sich in demselben Punkte s, der Geraden @ treffen, folglich die beiden 
Dreiecke 7,b,e und r,e,b perspectivisch liegen; die Schnittpunkte entsprechen- 
der Seilen: 

Ed. Tu] (7,0,T;6)=x (d,e,dba)=4 
müssen daher in einer Geraden liegen oder der neue Punkt (7,b,.7;c,) liegt 
auf der Geraden «rc, die eben durch %, geht; wir werden also. um 4, und 
ebenso %, A, zu finden, folgende neue Construction in Anwendung bringen 
können: 

„Man bestimme die Punkte 7, 7, r,, in welchen die Gerade @ von den 
Berührungssehnen &t,, t;t,. ft, getrollen wird, sodann die drei Schnittpunkte: 
er) =n, %,r)=b, 4,7%, 5,)=0, 

dann sind: 
aa,be ki. (b,d,ca)=k. cıc,ab) = k,.“ 

‚Wir überlassen dem Leser die weiteren Beziehungen aufzusuchen. 
welche die Lage des neuen Dreiecks a,b,c, in Verbindung mit den früheren 
Dreiecken darbietet. 


Breslau. im October 1867. 


*) Diese Uonstruction kommt mit derjenigen überein, welche J. Griffiths in den 
Nouvelles Annales de Math@matiques p. M. Gerono, Bd. XXIV, pag. 429 angegeben hat. 
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Eın Steinerscher Satz über Krümmungskreise bei 

Kegelschnitten und ein allgemeinerer Steinerscher 

Satz über osculirende Kegelschnitte bei Curven 
dritten Grades. 


(Von Herrn F. August.) 


Su 33°" Bande p. 300 dieses Journals hat Steiner einige Sälze über 
Curven zweiten und dritten Grades ohne Beweis veröffentlicht. die sich foleender- 


massen entwickeln lassen. 


I. 
Durch jeden Punkt D einer Ellipse (eines Kegelschnitts) gehen drei Krüm- 
mungshreise, die nicht in D osculiren, die drei Oseulationspunkte derselben A, 
3, C und der Punkt D liegen in einem Kreise. 
Vorbemerkung. Zwei Punktreihen A und B auf einem Kegelschnitt 
sollen projeetivisch heissen, wenn die Büschel (U)JA und (V)B, deren 
Mittelpunkte U und ) beliebig auf 4° liegen, projectivisch sind. Daraus folg! 


umgekehrt: Wenn A und 5 projeclivische Punktreihen auf %# sind, und U 





und V zwei beliebige Punkte auf %° bezeichnen, so sind die Büschel (U) A 


und (V)BD projectivisch. Lässt man } auf U fallen, so erhält man zwei con- 


| 


centrische projeelivische Büschel (U)A und (U)B. Wenn insbesondere die 
Strahlenpaare UA und Ub ein Involutionssystem bilden, so sollen auch die 
Punkipaare A, B involutorische heissen. 

Mit dieser Bezeichnung lässt sich ein bekannter Satz in folgender Weise 
aussprechen: Die Strahlen eines beliebigen Strahlenbüschels schneiden einen 
Kegelschnitt in einem Systeme involutorischer Punktpaare. (Aehnliche Be- 


trachtungen mit etwas anderm Ausgangspunkle sind der Abhandlung von @Göpel 





„über Projectivität der Kegelschnitte als krummer Gebilde“. Bd. 36 dieses 
Journals pag. 317 zu Grunde gelegt.) 
30 * 
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j Gegeben ein Ke- 
X Re 
N velschnitt A. (in der 
N | 
yr r . . 
rn ui Zeichnung ist der Be- 
RT u 97 
Sans I—< quemlichkeit wegen ein 
ee a N ieh 1 1yN 
ND/X SN Kreis gewählt). aufdem- 
> - \ B 4 / SE E . 
N Ba INS selben zwei Punkte D und 
> ENT, En x Bode 
Pr, Pr E, ausserdem beliebig 
RN A Zr \ ın der Ebene zwei Punkte 
a NG ZN ua" j : i . 
F d RN h7 M_ @ / Fund @. Durch die vier 
A | Punkte D, E, F, @ ist 
g\ x \ | a ein Kegelschnittbüschel 
AN \ IR u 
We D(h) = (D,k,F,@G)\ be- 


stimmt, und ein belie- 
biges Grlied desselben 4’ 
schneidet den gegebenen 
ausser in D und E 
N noch in zwei Punkten #, 

7) und Z, (in der Figur nich! 
bezeichnet). Man denke Y,H, gezogen; diese Gerade schneidet FG in J. Man 
ziehe ferner die Geraden DF und EG, die den gegebenen 4 noch schneiden 
in D, und E,. Fassen wir nun den Kegelschnitt 4 nebst der Geraden FG als 
Curve dritten Grades ec’ auf, so hat diese mit %° die drei Paar Schnittpunkte 
DF, EG und H,H,. Die Verbindungslinie jedes Paars ist gezogen. Jede 
schneidet die Curve e’ zum dritten Mal, bezüelich in D,. E,. J: also müssen 


nach einem bekannten Salze D, E, J in eine Gerade fallen. Da D, und E, 
sich nieht ändern. wenn 4 sich ändert, so ist auch J unveränderlich. Wir 
erkennen daraus: 

Jeder Kegelschnitt des Büschels B(h’) schneidet den gegebenen I in 
einem Punktpaare H,H,. durch welches ein Strahl des ebenen Strahlbüschels 
„nt dem Mittelpunkt J geht. (Die Punktpaare bilden also eine Imeolution 
anf dem HKegelschnitte K.) Und insbesondere: 

In dem Düschel B(h’) sind zwei Glieder, für welche H, und IH, zu- 
sammenfallen, welche also den Kegelschnitt k’ berühren und zwar in den Punkten 
Ik, in welchen die beiden Tangenten von J den gegebenen Kegelschnitt be- 
rühren, oder anders ausgedrückt, in welchen die Polare con J in Bezug auf 


den Kegelschnitt IF diesen durchschneidet. 
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Wenn nun von den vier Fundamentalpunkten des Büschels B % DEFG 
einer, nämlich E sich auf % bewegt, während die drei andern fest bleiben. 
so verändert sich J, also auch die Polare von J und die Punkte K. Fällı 
insbesondere ein Punkt AK mit E zusammen. so berührt in diesem Punkte ein 
Kegelschnitt dreipunktig, der ausserdem durch D, F und @ geht. Wir unter- 
suchen die Lage dieser Punkte. 

Durchläuft & auf A eine Punktreihe, so durchläuft E, eine projeelivische 
Punktreihe. denn die Punkte E und E, bilden eine Involution. also sind die 
ebenen Strahlbüschel (D)E und (DE, projeclivisch: der letztere Büschel ist 
aber perspeclivisch mit der Punktreihe J, und während / sich auf FG be- 
weet. durchläuft die Polare von J einen Strahlbüschel P)iA (wo P der Pol 
von FG in Bezug auf 4 ist). der projeelivisch mit der Punktreihe ist; daraus 
folgt, dass die Büschel (D)E und (P)K projeetivisch sind. Der Ort des 
Durchschnitts X der Strahlen DE und PK ist somit ein Kegelschnitt x’ (der 
in der Figur nicht gezeichnet ist). Dieser schneidet den gegebenen A ausser 
in D noch dreimal, in den Punkten A, B und Ü; diese Punkte sind es. in 
denen E und AK zusammenfallen, d. h. in den Punkten A, BD, © oseulirt je ein 
Keeelschnitt, der ausserdem durch D, F und @ geht. 

Die Lage der Punkte A, B, C lässt sich noch näher angeben. Der 
Kegelschnitt 4° hat mit den Geraden FG zwei Punkte gemein. 3 und N. Rückt 
nun E nach M, so rückt E, nach N, also auch J nach X, und die Polare von 
J wird die Tangente PN; also ist der Durchschnitt der Geraden DM und PN 
ein Punkt X, des Kegelschnilis x’. Ebenso ist der Durchschnitt der Geraden 
DN und PH ein Punkt X, des Keeelschnitis x’. 

Nennt man nun @ den Durchschnitt der Geraden A,X, mit DP, so er- 
kennt man, dass die Polare von Q in Bezug auf ©" die Gerade FG ist: (denn 
das Viereck DPA,A, ist dem x” eingeschrieben, F@ ist eine Diagonale. O0 
der Durchschnitt der beiden andern) und wenn O den Durchschnitt von DP 
und FG bezeichnet, sind die vier Punkte D O0 P Q harmonisch. 

Rückt ferner E so,edass E, nach D kommt. so rückt J/ nach F, und 
die Polare von J in Bezug auf 4 wird identisch mit der Polare von F PF':; 
also ist der Durchschnitt von PF’ und GD ein Punkt X, von 

Die Polare des Punktes F in Bezug auf x’ geht nun durch Q, weil 
F' auf FG liegt, und zwar muss es eine solche Gerade dureh © sein. welche die 
Sehne X, P in dem zu F harmonisch conjugirten Punkte schneidet. Dies ist 


aber die Gerade GO; denn die vier Strahlen des Büschels @ nämlich (@)X,. 
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F',P, 0 sind harmonisch, weil sie perspectivisch liegen mit den harmonischen 
Punkten DO PO. 

Die Polare von F’ in Bezug auf x’ ist also GO. Wenn man endlich 
E und D’ rücken lässt, erkennt man, dass die Polare von @ (wenn GM@N 
ebenfalls harmonisch sind) in Bezug auf x’ die Gerade QF ist. Nun geht 
dureh die vier Punkte A BC Dein Büschel BT) = (A,Bb,C,D), zu dem auch 
die Kegelschnitte # und x” gehören. Nach dem Vorangegangenen können wir 
für die Gerade FG den Ort aller Pole Y in Bezug auf die Glieder dieses 
Büschels bestimmen, der bekanntlich ein Kegeischnitt y° ist. Zunächst liegen 
in y’ die Punkte ? und 9. Aber der Kegelschnitt y° ist zugleich der Or! 
des Durehschnitts der Polaren aller Punkte von FG in Bezug auf irgend zwei 
Keselschnitte des Büschels D(7”). Dadurch finden wir noch zwei Punkte. Die 
Polare von F’ in Bezug auf 4 ist FP: in Bezug auf «x ist sie GO, und somil 
lieot der Durchschnitt AR von FP und GQ auf y. Die Polare von @ in Bezug 
auf A ist GP, in Bezug aul x ist sie FO: also liegt auch der Durchschnitt 5 
von GP und FO auf y. Diesem Kegelschnitt y ist also eingeschrieben das 
Viereck PORS. Daraus erkennt man, dass die Polare von F in Bezug auf 
y durch @ geht und umgekehrt. Also bilden die Punkte F, @ ein Punktpaar 
der Involution. welche der Kegelschnitt y° auf F@ hervorruft. Diese Involution 
ist identisch mit derjenigen der Punkipaare, durch welche die einzelnen Glieder 
des Büschels BT) gehen, also geht ein Kegelschnitt des Büschels B(Y)=(A,B,0,D 
durch F und @. Wir haben somit folgendes Resultat: 

(iegeben ist ein Kegelschnitt k; auf demselben ein Punkt D und be- 
liebig in der Ebene zwei Punkte F, G. Es giebt im Allgemeinen drei Kegel- 
schnitte dureh F und G, die k_ in D schneiden und ausserdem dreipunktig 
oseuliren in den Punkten A, B, C, und die sechs Punkte ABÜUDF G liegen 
wieder in einem WKegelschnitt y. 

Nimmt man nun als Punkte F und @ die Durchschnittspunkte eines be- 
liebigen Kreises mit der unendlich entfernten Geraden, und beachtet, dass alle 
durch diese Punkte gelegten Kegelschnitte Kreise sind, dass also die in A, B 
oder Ü osculirenden Kegelschnitte Krümmungskreise werden, so erhält man als 


speciellen Fall den anfangs ausgesprochenen Steinerschen Satz. 


11. 


Dieser Satz ist, wie Steiner a.a.O. angiebt, und wie schon aus dem obigen 


Beweise hervorgeht, gewissermassen als specieller Fall eines andern anzusehn. 

















F. August, zwei Sätze von Steiner. 239 


In der That stützte sich unser Beweis auf eine Eieenschaft der Curven 
dritten Grades, und es liegt die Frage nahe, wie sich der Satz »eslaltet. wenn 
man es nicht mit einer aufgelösten Curve, sondern mit einer irreduelibeln Curve 
dritten Grades zu Ihun hat. 

Wenn also auf einer beliebigen Curve dritten Grades e’ drei Punkte D. 
F, @ gegeben sind, wieviel Kegelschnilte giebt es, die durch diese drei Punkte 
sehen und ec’ ausserdem in einem andern Punkte oseuliren ? 

Diese Frage lässt sich mit Hülfe der bekannten Correlation beantworten. 
welche Steiner unter dem Namen projectivischer Drehung häufige anwendele 


reben. so ist 


or 


Sind nämlich in einer Ebene zwei Strahlenbüschel P und 0 oe 
jeder beliebige Punkt X der Ebene definirt durch die beiden Strahlen (PX 
und (O)X, welche hindurch gehen. Es finden hierbei »ur folgende Sineulari- 
täten slall. 

Il} Der Durchschnitt der Strahlen (P)QO und (OP ist unbestimmt. 
nämlich jeder Punkt der Geraden PO ist als solcher anzusehen. 

2) Der Punkt @ ist der Durchschnitt des Strahls (P}QO und jedes be- 
liebigen Strahls aus dem Büschel ©. 

3) Der Punkt P ist der Durchschnitt des Strahls (O)P und jedes be- 
liebigen Strahls aus dem Büschel P. 

Betrachtet man nun ein System von Punkten X und die Strahlen (P)X 
und (O)AX, und denkt sich jeden Strahl des Büschels (PX um einen con- 
stanten Winkel « in demselben Sinne gedreht und jeden Strahl (O,X um einen 
constanten Winkel /, so schneiden sich im Allgemeinen PX und OX in einem 
neuen Punkte X’. Es giebt aber ein Paar Strahlen (PAR und (O)R. die 
nach der Drehung zusanmenfallen. und dem Punkte AR entspricht nach der 
Drehung jeder beliebige Punkt von PQ. Die Strahlen P/O) und OP) schneiden 
sich nach der Drehung in einem Punkte S’; also jedem Punkte der Geraden 
PO entspricht nach der Drehung derselbe Punkt S’, und die Punkte 5’ und 
ft liegen symmetrisch zu PO. 

Durchläuft der Punkt X eine Curve e, so durchläuft X’ eine Curve e', 
und es gelten hierbei folgende Geselze: 

Durchschneidet die Curve ce ein oder mehrere Mal PO, so geht die 
Curve ec’ ebenso oft durch $S’, ferner 

Soviel Schnittpunkte e mit PR hat, einen so vielfachen Punkt hat « 


in Q, und endlich 


Soviel Schnittpunkte e mit OR hat, einen so vielfachen Punkt hat e in P. 





HATT WR 
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Geht die’ Curve e ein oder mehrere Male durch R, so ist die Gerade 
P(V, ebenso oft gedacht, ein singulärer Bestandtheil der Curve ec’, und der 
übrige Bestandtheil der Curve e’ schneidet ebenso oft die Gerade PO. 

(reht die Curve e ein oder mehrere Mal durch P, so ist die Gerade 
VS, ebenso oft gedacht, singulärer Bestandtheil von ec’, und der übrige Be- 
standtheil von ec schneidet O8’ ebenso oft. 

(seht die Curve e ein oder mehrere Male durch Q, so ist PS’ ebenso 
oft gedacht singulärer Bestandtheil von ec’, und der übrige Bestandtheil von e' 
schneidet PS’ ebenso oft. 

(Die singulären Besiandtheile von e’ enthalten nur diejenigen Punkte X. 
deren entsprechende aul einer der Seiten des Dreiecks POR liegen. und man 
kann dieselben ausser Acht lassen. Dadurch erklärt sich das scheinbar Paradoxe 
in dem Folgenden. 

Jeder Geraden der X Ebene entspricht ein Kegelschnitt der x’ Ebene. 
der durch POS geht. 

Jeder Geraden der A’ Ebene entspricht ein Kegelschnitt der & Ebene 
durch POR. 

Jeder Curve 2°" Grades (e)" der A Ebene entspricht eine Curve 2" 
Grades (ec der X Ebene, die im Allgemeinen P, 0, S zu »fachen Punkten 
hat. Hieraus lassen sich nun verschiedene singuläre Fälle ableiten, entsprechend 
der obigen Betrachtung, die sich unter sich mannigfach combiniren lassen. 
Für unsere Zwecke genügt folgende Combination: 

Sind P, Q, R einfache Punkte der Curve (e)”, so ist die Curve € auf- 
gelöst in die drei Seiten des Dreiecks POS’ und eine Curve (2r—3)'" Grades. 
die für sich in P, O0, S’n»—2)fache Punkte hat. 


> 
’ 


Denken wir also die Curve e’ und durch die drei Punkte derselben D, F, @ 
einen Kegelschnitt %, der in A osceulirt. Wir betrachten F und @ als Mittel- 
punkte zweier Strahlbüschel und beziehen auf diese beiden Büschel die Curven 
ce und 4°. Drehen wir nun die Büschel so, dass die Strahlen FD und G@D sich 
decken, so geht nach dem vorigen ce’ über in das Dreieck FGE, dessen dritter 
Punkt E symmetrisch zu D liegt in Bezug auf FG, und in eine neue Curve 
(e W, auf die es allein ankommt, da auf ihr alle nicht singulären Punkte liegen. 
Andrerseits geht 4° über in dasselbe Dreieck FGE und eine Gerade g. Der 
Punkt „1 geht über in einen Punkt A’, und es muss die Gerade g’ in dem 
Punkte 1° die Curve (ce) oseuliren, d. h. A’ ist Wendepunkt von (c')’ und 


g die dazugehörige Wendetangente. Man kann auch umgekehrt nachweisen. 
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dass jeder Wendetangente der Curve (ce) ein Kegelschnitt durch F, @, D 
entspricht, der e’ ausserdem in einem Punkte A oseulirt. 

Wenn nun die Curve ec’, wie dies im Allgemeinen auch nicht der Fall 
ist, keinen Doppelpunkt hat, so hat auch (e')’ keinen solchen. Alsdann hat. 
wie bekannt. die Curve ec’ neun Wendepunkte A’, drei reelle 3R’ und sechs 


imaginäre 6,J', von denen 12 mal je 3 in einer Geraden / liegen. Bei der 


Rückdrehung gehen die neun Wendepunkte in die verlangten Osculalions- 
punkte 4 37 und 6J) über und jede Gerade / in einen Kegelschnitt 7° dureh 
D, F, @ und drei der Punkte A. Wir haben also den folvenden Salz: 

(regeben eine Curve e' und auf derselben drei Punkte F, G, D. Es giebt 
im Allgemeinen neun Kegelschnitte k, drei reelle und sechs imaginäre, die 
durch die Punkte F, G, D gehen und ausserdem ec’ in einem Punkte A dreipunktig 
berühren. Von den neun Punkten A liegen 12 mal je 3 mit F, @, D in einem 
Kegelschnitte U’; zum Beispiel die drei Oseulationspunkte der drei reellen Kegel- 
schnitte und die Punkte F, @, D liegen in einem dieser Kegelschnitte. 

Anmerkung. Dieses ist der allgemeinere Steinersche Salz. Man 
erkennt aber, dass es nicht ohne Weiteres gelingt, die Specialisirung so durch- 
zuführen. dass der vorige Satz daraus hervorgeht: denn die aufgelöste Curve 
c' des vorigen Satzes hat zwei Doppelpunkte, und auf dem einen Bestandtheil 
derselben ist die Krümmung Null. Es bedarf also einer Untersuchung darüber. 
welche Punkte bei dieser aufgelösten Curve als Wendepunkte zu rechnen 
seien. Darum glaube ich, dass jene besondere Herleitung des ersten Satzes 
nicht überflüssig ist. Dies scheint auch Steiner angedeutet zu haben, indem 
er sagl. der erste Satz sei gewissermassen ein specieller Fall des zweiten. 
Einen eleganten Beweis des ersten Steinerschen Satzes, aus dem jedoch der 
Zusammenhang mit dem zweiten Satze nicht ersichtlich ist, hat Joachimsthal 
im 36°" Bande dieses Journals pag. 95 gegeben, und zugleich nachgewiesen. 
dass der Schwerpunkt von A, B, C der Mittelpunkt der Ellipse ist. 


Berlin, im August 1867. 
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(“eometrische Betrachtung der Normalen, welche sich 
von einem beliebigen Punkte auf eine algebraische 


Fläche fällen lassen. 
(Von Herrn F. August.) 


Im 49°" Bande dieses Journals giebt Steiner drei Methoden an. um 
die Anzahl der Normalen zu bestimmen, die sich im Allgemeinen von einem 
beliebigen Punkle aus auf eine Curve »"” Grades fällen lassen. Im Anschluss 
an die dritte Methode behandelt er dann das analoge Problem für die Nor- 
malen von einem beliebigen Punkte auf eine Oberfläche und erwähnt, dass 
dies auch nach der ersten Methode möglich sei, ohne indess Näheres hierüber 
anzugeben. 

Diese erste Methode. die im Ganzen weniger Sätze der höheren Geo- 
melrie vorausselzt, ist hier auf die analoge Untersuchung bei der Fläche an- 
vewandt. 

Die erste Steinersche Methode ist kurz folgende: Gegeben in einer 
Ebene eine Curve C" und ein beliebiger Punkt 7. Denkt man sich die C' 
fest mit z verbunden und unendlich wenig um zz gedreht, und nennt man die 
Curve in der neuen Lage C/‘, so können sich C/’ und C" nur in solchen Punkten 
s schneiden, für die as Normale von ©” ist, und umgekehrt. 

Es sind also die Schnittpunkte S der Curven C" und C} die Fusspunkte aller 


| en 42 n(n-+3) n’+-3n—?2 
Normalen von a auf ©". Ihre Anzahl ist n’, und wenn 2 Mn Do. 5 


- 








n"’—3n-+2 
2 
Sätzen über den Durchschnitt algebraischer Curven zu finden. 


derselben bekannt sind, so sind die übrigen nach den bekannten 


Der Beweis kann sehr leicht durch die Betrachtung des Durchschnitts 
der Tangenten in zwei enisprechenden Punkten der Curven ©” und C/ geführt 
werden. Diesen Salz benutzen wir bei der Betrachtung der Flächen folgender- 
massen. 

1. 

Gegeben eine Fläche »"" Grades f" und ein willkürlicher Punkt x. 

Wieviel Normalen lassen sich von rn auf f” fällen? Wir denken durch x eine 
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« 


beliebige Gerade A, mit f” fest verbunden, die f* in den » Punkten »,, schneidet. 
Wir denken ferner f" um A, als Axe unendlich wenige gedreht in die Laee 
fi. so schneiden sich f” und fj‘ in einer Raumeurve Ai f'fi), auf welcher 
auch die » Punkte »,, liegen. Legt man durch einen Punkt 3, dieser Raum- 
curve eine Ebene e, normal gegen die Axe A,. die dieselbe in «, schneidet. 
so muss @,/, Normale in 7, sein auf dem ebenen Schnitt E‘ f"e,) nach 
der obigen Betrachtung. Zieht man also in 9, die Tangente B, an den ebenen 
Schnitt E} (die zugleich Tangente von f” ist). so steht diese Tangente B, senk- 
recht auf der Ebene (A,/P,); also bildet B, einen rechten Winkel mit 77,. 
Denkt man sich nun eine zweite Gerade A, dureh 7: dreht dann um diese 


als Axe f” unendlich wenig in die Lage f*. so erhält man als Durchschnitt 


von f” und f} eine Raumeurve #22 = (f’f}). auf welcher auch die » Schnitt- 
punkte 7, = (f"A,) liegen. Irgend ein Punkt derselben sei %,. so ist das 


Loth B,, in 5, aul der Ebene (A,/,) errichtet. eine Tangente an f” in ,. die 
senkrecht steht auf 7/9. 

Betrachten wir insbesondre einen Durchsehnitispunkt < hi R' 
Denken wir die Ebenen (SA,) und (SA,) und errichten in S Lothe auf beiden: 
T, und T,. so sind diese Geraden nach dem Vorigen Tangenten an f" in S. 
die beide senkrecht stehen auf ns. Wenn nun nicht Ss in der Ebene (A, A 
liegt. so können T, und T, nicht in eine Gerade zusammenfallen,. und die 
Ebene (T, 7) ist Tangentialebene in S an f“; rs steht senkrecht darauf, d. h 
Ss ist Normale von f" in S. 

Liegt dagegen ein Punkt S in (A,A,). so fallen T, und T, zusammen. 
bestimmen also keine Ebene, und es kann zS im Allgemeinen auch keine 
Normale sein. weil die Ebene (A,4A,) eine willkürliche Ebene durch 7 ist. 
also im Allgemeinen keine Normalen durch enthält. 

Es fraet sich nun. wieviel Punkte &, unter allen Punkten < enthalten 
sind. die zugleich in (A,A;) liegen. Ein Loth auf (A,A,) in 5, errichtet, muss 
offenbar Tangente an f” in S, sein, wie umgekehrt jeder Punkt des ebenen 
Schnilts |(A,A,)f' ], durch den eine Tangente auf f” geht, die zugleich normal 
auf (A, A,) steht, ein Punkt S, ist. Die Normalen auf der Ebene (A,A,) sind die 
(Geraden. die einen unendlich entfernten Punkt 7 gemein haben. Der Tangenten- 
kegel (Cylinder) von y hat als Ort der Berührungspunkte eine Raumeurve 
vom Grade »/»— 1). nämlich den Durchschnitt von f” und der ersten Polare 
von y in Bezug auf f". Diese Curve schneidet die Ebene (A,A,) in »(n-— 1 
Punkten, und dies sind nach dem Obigen die gesuchten Punkte S,. Die An- 

3.” 

























244 F. August, über Normalen algebraischer Flächen. 


zahl x aller Normalen von z auf f’, deren Fusspunkte wir 5, nennen, ist die 
Differenz der Anzahl der Punkte & und der der Punkte S,. 
Es giebt »’ Punkte S, »(n—1) Punkte S,, also 
z=n"—n(n-—-1N)=nn—n-+1). 
Das Resultat, das wir bisher erhalten haben, ist demnach: 
\on einem beliebigen Punkte zı lassen sich auf eine Fläche f" im All- 
gemeinen nn —n+1) Normale ns, fällen. 


1. 

Die gegenseitige Lage der Fusspunkte S, lässt sich noch näher feststellen. 

Durch die sämmtlichen Punkte 5 geht eine Schaar-Schaar von Flächen 
»"" Grades. Diese schneiden die Ebene (A,A,) in einer Schaar-Schaar von 
Curven ©”, die durch S, gehn. Diese Schaar-Schaar ist durch drei Elemente be- 
stimmt, z. B. durch die drei ebenen Schnitte von (A,A,) mit den drei Flächen 
f'. fi, fi. die wir bezeichnen durch €”, C/, 03. Von dieser Schaar - Schaar 
seht eine einfache Schaar, ein Büschel. durch 7; um diesen Büschel zu kennen, 
genügt es zwei beliebige Curven C zu kennen, welche durch x gehen. Wir 
wählen dazu 1) die Curve C} aus der Schaar (C",CY), d.h. = (C’,0Y)a. 
Da aber ausser = die » Punkte 7, der Axe A, in dieser Curve liegen, so hat A, 
‚»--1) Punkte mit C/ gemein, daher muss ©; aufgelöst sein in die Gerade A, und 
"" Grades durch die Punkte 5,. Wir wählen 2) 0} =(0'C0!)7; 
C; ist aufgelöst in die Gerade A, und in eine Curve (n—1)"” Grades. Diese 


eine Curve (n—1 


beiden Gurven (2—1)"" Grades sind unter sich identisch, wie aus der Anzahl 
ihrer gemeinschaftlichen Punkte $, hervorgeht. (Sie bilden nämlich beide den 
Durchschnitt der Ebene A,A;, mit der oben betrachteten ersten Polare des Punktes 
in Bezug auf f"). Daraus folgt: Der Flächenbüschel x"" Grades durch die 
Punkte S und z hal zur Fundamentalcurve jene ebene Curve (a —1)'" Grades 
und ausserdem eine Raumceurve vom Grade »’—n-1,. sie heisse N”—"*!, Auf 
der ersten liegen die Punkte $,; auf N liegen die Fusspunkte 5, der Normalen 
von auf f“. Und da alle Sehnen einer Raumcurve N“, die durch einen Punkt 
derselben gezogen sind, einen Kegel vom Grade (e—1) erzeugen, so kann 
man auch sagen: die Normalen von einem beliebigen Punkte x auf f” liegen 
auf einem Kegel vom Grade »’—n. Wir haben also folgenden Satz: 
Durch einen beliebigen Punkt ıı lassen sich auf eine Fläche n“" Grades 
f' im Allgemeinen n(n —n-+1) Normalen nS, fällen. Die Fusspunkte derselben 
5; fiegen mit dem Punkte n in einer Raumceurve vom Grade (n—n-+1), nämlich 
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Ne#D; die Normalen nıS, liegen mithin alle auf einem Kegel vom Grad. 
(M—n). 

Dies lässt sich auch so aussprechen: 

Die Normalen einer Fläche n“" Grades f" bilden ein Strahlensystem 
von der Ordnung n(n —n-+1) und von der Klasse n(n—1). 

(Dass in jeder Ebene e r(n—1) Normalen von f” liegen, folgt wie 
oben aus der Betrachtung der ersten Polare des Punktes y in Bezug auf f", 
wo y der gemeinschaftliche unendlich entfernte Punkt der Geraden ist, die senk- 
recht auf e stehen. Die Normalen auf f” in den Durchschnittspunkten dieser 
Polare mit f" und e sind die in e liegenden.) 

Im Besondern lassen sich auf eine Fläche zweiten Grades sechs Normalen 
ı&, von jedem Punkte fällen, und die sieben Punkte 7 und S, liegen in einer 
Raumeurve dritten Grades N’; die sechs Normalen 5, liegen mithin auf einem 
Kegel zweiten Grades. Sämmtliche Normalen einer Fläche zweiten Grrades 
bilden ein Strahlensystem sechster Ordnung und zweiter Klasse. 

Auf eine Fläche dritten Grades lassen sich von einem beliebigen Punkte 
a 21 Normalen zS, fällen: die 22 Punkte z und S&, liegen auf einer Raum- 
curve siebenten Grades N’; die 21 Normalen as, liegen mithin auf einem 
Kegel sechsten Grades. (Das letztere ist hier und bei höheren Graden ohne 
Interesse. da ein Kegel sechsten Grades erst durch 27 Generatrices bestimm! 
ist, also durch jene 21 nicht bestimmt wird.) Sämmtliche Normalen einer 


Fläche dritten Grades bilden ein Strahlensystem einundzwanzigster Ordnung 


und sechster Klasse u. s. f. 
Berlin. im August 1867. 






























Beweis des Kundamentalsatzes der Invarıanten- 
theorie. 
(Von Herrn E. B. Christoffel in Zürich.) 





I. der fundamentalen Begründung der Invariantentheorie, durch welche 
llerr Aronhold dieses ganze Gebiet auf ein einziges, von jeder Willkürlichkeit 
befreites und der grössten Ausdehnung fähiges Prineip zurückgeführt hat. wirf! 
sich das Hauptgewicht auf die Frage, wie gross für eine gegebene homogene 
Funetion in einem System von Grundformen die Anzahl derselben vorausge- 
selst werden darf, wenn dasselbe nur voneinander unabhängige enthalten soll, 
weil nur bei gesicherter Kenntniss dieser Fundamentalzahlen beurtheilt werden 
kann. ob gegebene Functionen F und F durch lineare Substitutionen ineinander 
transformirt werden können. und durch wieviel Substitulionen 
werden kann. 


dies erreich! 


Die Anzahl der voneinander unabhängigen Invarianten einer homogenen 
Funelion. mit welcher alle übrigen Fundamentalzahlen gegeben sind. ist bis 
jetz! auf zwei verschiedenen Wegen bestimmt worden, zuerst durch Abzählung 
der Transformationsbedingungen und der zu eliminirenden Substitutionscoel- 
licienlen. dann mittelst der partiellen Differentialgleichungen der Invarianten- 
Iheorie. Bemerkenswerlhe und den allgemeinen Fall bildende Abweichungen 
von den bei diesen Beweisen vorausgeselzten Verhältnissen. welche sich mir 
bei andern Untersuchungen darboten. haben mir gezeigt, dass beide Beweise 
unzureichend sind und übereinstimmend das voraussetzen. was sich bei genauerer 
Betrachtung als die Hauptfrage für den zu leistenden Beweis herausstellt. 

Bezeichnet \», p) die Anzahl der Coefficienten einer homogenen Function 
F vom p"" Grade und » Variabeln, so ist 


» 


»,p) auch die Anzahl der Bedin- 
vouneen für die Transformation dieser Function in eine andere mittelst 


einer 
oegebenen linearen Substitution. Durch 


Elimination der ».» Substitutions- 
coeflicienlen ergeben sich die Transformationsrelationen,. also die absoluten 
Invarianten von F. 

Nimmt man nun an, unter den ursprünglichen Transformationsbedingungen 


iasse sich eine Gruppe von ».n Gleichungen auswählen, welche in Bezug auf 
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die Substitutionscoefficienten voneinander unabhängig sind, so wird die Anzahl 
der Transformalionsrelationen, also der absoluten Invarianten 
w = (n,p)—n. 

Wenn aber eine solche Gruppe von ».» Gleichungen nicht exisliren sollte. so 
würde mit Rücksicht auf den Umstand. dass die ursprünglichen Transformations- 
bedingungen bei der von ihnen geforderten Wahl von F’ nie auf einen Wider- 
spruch führen können, folgen, dass bei der Transformation von F in eine mil 
möglichst viel willkürlichen Coeflieienten versehene Function F’ 

I) nicht alle Substitutionscoeffieienten bestimmte Werthe erlangen. son- 
dern eine Anzahl « derselben willkürlich bleibt. und in Folge dessen 

2) die Anzahl der Transformationsrelationen um « Einheiten grösseı 
ist als die durch Abzählen gefundene normalmässige Anzahl & = (n, p)—n 
derselben. 

Es würden demnach auch die merkwürdigen Folgerungen wegfallen. 
oder einer durchgreifenden Modification bedürfen, welche sich in der Lehre 
von den zugehörigen Formen und den Covarianlen an die Vorausselzung 
knüpfen, dass durch das Resultat der Transformation die anzuwendende Sub- 
stitution völlig bestimmt sei. 

Im 65°" Bande dieses Journals pag. 267 ist die Frage nach der An- 
zahl voneinander unabhängiger Invarianten von der Untersuchung des Systems 
partieller Differentialgleichungen 

DE = 0 
semacht worden, denen alle absoluten Invarianten und nur solche 


abhängig g 
genügen. und gezeigt worden, dass jede Gleichung, welche sich aus diesen 
».n Gleichungen durch Differentiiren und Elimination der höhern Derivirten 
ergiebt, aus Gleichungen des Systems auch linear zusammengeselz! werden 
kann. Dieser Nachweis reicht jedoch zu der daraus gezogenen Folgerung nich! 
aus. indem die übrigen Sätze, auf welche diese sich stützt, eine Bedingung 
enthalten, welche in jedem besondern Falle als erfüllt nachgewiesen werden muss. 

Wenn ein System linearer und in den Derivirten homogener Dilferential- 
gleichungen erster Ordnung, wie das obige, durch Differentiiren und Elimination 
der höhern Derivirten nur auf Combinationen der ursprünglichen Gleichungen 
führt, so nenne ich dasselbe ein vollständiges, und schliesse dabei absichtlich 
den Fall nicht aus, wo in dem System selbst auch noch Gleichungen ent- 


halten sind, welche aus andern linear folgen; solche Gleichungen nenne ich 


überzählige. 
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Befreit man ein vollständiges System von seinen überzähligen Gleichungen, 
so hört es nicht auf, ein vollständiges zu sein. 

Ein von allen überzähligen Gleichungen befreites vollständiges System 
hat stets soviel, und niemals mehr voneinander unabhängige Lösungen, als 
die Anzahl der Variabeln, vermindert um die Anzahl der Gleichungen beträgt. 

Ist daher in einem vollständigen System: N die Anzahl der Variabeln, 
M die Anzahl der Gleichungen überhaupt und u die Anzahl der überzähligen, 
so ist die Anzahl seiner voneinander unabhängigen Lösungen = N —- M+ u. 

\Wenn daher in obigem System von Diflferentialgleichungen die Anzahl 
der überzähligen .« ist. so folgt: 

1) Die Anzahl der voneinander unabhängigen absoluten Invarianten 
von F, d.i. die Anzahl der Transformationsrelationen ist (»,p)—n+u = w-+u, 
also um « Einheiten grösser als die durch Abzählen gefundene normalmässige: 

2, bei der Transformation von F in F’ können daher »’— u Coefficienten 
von F’ willkürlich angenommen werden, und dann schon sind die übrigen 
bestimmt: 

3) bei dieser Transformation bleiben « Substitulionscoefficienten will- 
kürlich. 

Aus diesen Erörterungen in Verbindung mit den Vorangehenden er- 
oiebt sich zur Genüge nicht blos die Nothwendigkeit einer genauen Bestimmung 
der Zahl #, sondern auch. dass hier der Schwerpunkt aller Zahlenbestimmungen 
der Invariantentheorie liegt. Auf der andern Seite ist es klar. dass eine be- 
sondere Untersuchung über die Zahl « nur in dem Falle überflüssig sein würde. 
wo die Grundformen entweder unmittelbar aus den ursprünglichen Trans- 
[ormationsbedingungen, oder durch directe Integration der partiellen Differential- 
gleichungen abgeleitet werden. weil nur in einem dieser Fälle die genaue 
Anzahl der Translormationsrelationen sich von selbst ergiebt. 

Die Zahl « kann durch die Lösung der Aufgabe gefunden werden. 
».n Coelfieienten 4 so zu bestimmen, dass für jede beliebige Function 77 


>j,D,NM 


ik 
Null wird. indem « die Anzahl derjenigen 4 ist, welche hierbei willkürlich 
bleiben. Vermöge der Willkürlichkeit von 77 ergeben sich hieraus (n,p' 


Gleichungen, welche man erhält, indem man nacheinander /7 durch die ver- 
schiedenen Coelfficienten von F ersetzt. 


Wäre man im Stande, unter diesen (2, p) Gleichungen irgend eine 











Christoffel, Beweis des Fundamentalsatzes der Invariantentheorie. 249 


Gruppe von ».» Gleichungen zu ermitteln. von denen sich beweisen lässt. 
dass ihre Determinante von Null verschieden ist, so würde jedes 4 — 0 folgen. 
also auf dem direclesten Wege bewiesen sein, dass u = 0 ist. 

Bei einer allgemeinen Begründung der Invariantentheorie hindert aber 
nichts, die auf vorstehende Art definirte Zahl « vorläufige in der Theorie mit- 
zuführen, bis sich bequeme Hülfsmittel zu ihrer allgemeinen Bestimmung dar- 
bieten. und diese finden sich. wie die folgenden Betrachtungen zeigen. für die 
homogenen Funelionen in der Lehre von den zugehörigen Formen. welche 
den Beweis des Satzes, dass für p 2 stets u—=0 ist, ohne Schwierigkeit 
gestaltet. 

1. 

Wir setzen also voraus, dass die Bestimmung der Coeflieienten 4 auf 

ı voneinander unabhängige Lösungen 


führt. aus denen sich jede andere nach der Formel 


/ Eck 


ta A 


zusammensetzt. Diese besondern Lösungen 2", unterwerfen wir mit Rücksich! 


auf unsere spätern Untersuchungen der offenbar zulässigen Bedingung, dass sie 
ausser Coeffieienten von F kein anderes willkürliches Element enthalten sollen. 

Bei dieser Voraussetzung schliesst man aus der oben nachgewiesenen 
Anzahl absoluter Invarianten in bekannter Weise, dass die Anzahl voneinander 
unabhängiger Invarianten überhaupt 

n = (n.p)— nm +u+1 

ist. Dieser Schluss erleidet nur dann eine Ausnahme. wenn gar keine absolute 
Invariante existirt, also für p —>2 nur, wenn n=2, p=3 ist. Für diesen 
Fall hat Herr Aronhold durch Integration der Differentialgleichungen gezeigt, 
dass eine einzige Invariante. also keine absolute existirt. weshalb in diesem 
Falle u —=0O ist. 


2. 
Sei. mit den zugehörigen Polynomialcoefficienten («,0,..., geschrieben, 
F= Bla...) Br... 
Um zugehörige Formen mit den Variabeln «,, %,. ... zu finden, erhebt man 


die lineare Function U= ur, +2, + +-- in die p' Potenz. und sucht In- 


Journal für Mathematik Bd. LXVIlIlI. Heft 3. 32 































250 Christoffel, Beweis des Fundamentalsatzes der Invartantentheorie, 





varianten der homogenen Function F+tÜU?’, wo ft einen constanten Parameter 


bedeutet. Ist also //(a,.,...) eine Invariante von F, und von den x unab- 
hängig. so wird bekanntermassen 

IT = I(a,...+tuw'w:...) 
im weitern Sinne eine zugehörige Form, vorausgesetzt, dass //’" nicht von den 


Variabeln #, oder bei willkürlichen « nicht vom Parameter ? unabhängig ist. 

Nun erkennt man durch Differentiiren sofort dass. welche Function der 
Coefliecienten von F allein // immer bedeuten mag, die aus ihr abgeleitete /7' 
nur dann bei beliebigen Werthen der « von £ unabhängig sein kann. wenn 7] 
selbst von allen a unabhängig ist. 

Nso liefert jede wirkliche Invariante II von F auch eine wirkliche 
sugehörige Form IT. 

Die Anzahl der in Bezug auf die » Variabeln » voneinander unabhän- 
ojegen zugehörigen Formen kann niemals grösser als z sein. Um die Frage zu 


entscheiden. wann diese Zahl erreicht wird. betrachten wir vorläufie den Fall. 


wo F mindestens » von einander unabhängige Invarianten //,(a,.... hat. 
s—1.2,....n. Dann sind die Funclionen //, = TI. (a,... +tuf'u®...) nach dem 


Vorangehenden wirkliche zugehörige Formen. Wären diese in Bezug auf die 


Variabeln # nicht unabhängig voneinander, so könnte man eine Function f so 
wählen, dass f(IT,. II;,.../I,) von den « unabhängig, also f(I7,. T1,.... IT, 


o 


würde. Dann aber wäre dieser letztere Ausdruck nach dem Frühern von allen 
Coeffieienten der Funetion F unabhäneig. und //,. /T,,. ... //, wären keine 
von einander unabhängige Invarianten. 

Aus n voneinander unabhängigen Invarianten erhält man also auch n 
sugehörige Formen, welche in Bezug auf die Variabeln u voneinander unab- 
hängig sind. 

Dies festgestellt, lässt sich leicht zeigen, dass für p >? selbst unter 
der Voraussetzung, « sei nicht Null, die zugehörigen Formen in der normal- 
mässigen Anzahl z» vorhanden sein würden, d. h. dass unter den angegebenen 
Bedingungen die Anzahl der Invarianten 7 —_n ist. 

Wenn nämlich « von Null verschieden ist. so tritt der ungünstigste 
Fall für die Erfüllung der Ungleichheit 

(n,p)- "tun 
ein für u=1, wa 


mn 


— 


n,p) > (a—1)(n-+2 
giebt. Da ferner die linke Seite, sobald » > 1 ist. wegen der Gleichung 
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4 \ | Me 1 . z . u i R 
(n,p+1)= (n,p)|1-+ st mit p zugleich wächst. so tritt unter der Vor- 
aussetzung, dass p >> 2 sei. der ungünstligste Fall ein für »y = 3. was 


\ 

2) end 
r— } 
J 


n(n-+I)(n ‚ 
—  —- (nr —1)(n+2 
b | 
ojebt. Durch Beseitigung positiver Factoren kann man dieser Bedingung die Form 
n—R)(n—3) — 0 


geben. und dies ist für jedes ganzzahlige » der Fall. 


3. 

Durch Division mit einer Invariante kann man stets bewirken. dass 
eine zugehörige Form beim Uebergange zu den transformirten Coelffieienten 
und Variabeln ganz ungeändert bleibt. Solche zugehörige Formen sind durch 
das Gleichungssystem 

D,P-+ vr = od 


ou, 
bestimmt. 

Man überzeugt sich leicht, dass auch diese Gleichungen ein vollständiges 
System bilden. Ist daher «, die Anzahl der überzähligen Gleichungen dieses 
Systems, so ist die Anzahl seiner voneinander unabhängigen Lösungen: 

n+(n,p)—-n -+u. 

Verwende! man aber zu einem vollständigen System voneinander un- 
abhängiger Lösungen der vorstehenden Gleichungen möglichst viel. also 
n,p)—n" + u absolute Invarianten, so bilden die zur Vervollständigung des 
Systems erforderlichen Lösungen ein System von zugehörigen Formen, welche 
in Bezug auf die Variabeln « voneinander unabhängig sind. und aus denen 
sich mit Hinzuziehung von Invarianten jede andere zugehörige Form zusammen- 
selzen lässt. 

Die Anzahl der in Bezug auf die Variabeln « voneinander unabhängigen 
zugehörigen Formen ist demnach: 

nt u, — U. 

Wäre nun. immer unter der Vorausselzung p —?2 der Fall möglich. 
dass « von Null verschieden ist, so würde aus dem Schlusse des vorigen art. 
weh 
folgen. Lässt sich beweisen, dass hierin ein Widerspruch enthalten ist. so 

ist bewiesen. dass « nicht von Null verschieden sein kann. 


32 * 
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Der Voraussetzung gemäss ist «, die Anzahl derjenigen 4, welche will- 
kürlich bleiben. wenn man aus dem Ausdrucke 


Z .. oWw 
24,.D, P+ 31, — U; 
ik : ik OU 


alle Derivirten von 7 eliminirt. Da das erste Glied nur Derivirten nach 
Coeffieienten von F enthält. so muss es für sich verschwinden, also }, die 


in art. 1. angegebene Form 


haben. wo die Grössen 4, von allen willkürlichen Elementen. namentlich den 
» völlige frei sind. Die « Coefficienten e müssen jetzt so gewählt werden. 
dass auch das zweite Glied identisch verschwindet. Man erhält also die » 
Bedineungsgleichungen 


ze ZuEN EU HELLE... 


zwischen den «u Grössen e, und es wird jetzt «, die Anzahl derjenigen e, 
welche hierbei willkürlich bleiben. 

Nimmt man aber an, « sei von Null verschieden. so muss vr, = «u sein. 
also jedes e willkürlich bleiben. Dies ist nicht anders möglich, als wenn 


für jedes 2 und o 


= un J. 4 zu. ( ) 
ist. und zwar für alle Werthe der unabhängigen Variabeln «,. u. ... #.. 


Da aber die Coefficienten 4,, von den «x völlig unabhängig sind. so 
müssen sie alle Null sein, was mit der Annahme, « sei von Null verschieden. 
im Widerspruche steht. Folglich ist, für »y 2, diese Annahme selbst un- 
zulässig. 

Wenn aber «=0 ist, so ist umsomehr «,—=0, da »—u,—u nicht grösser 
als », also u, nicht grösser als « sein kann. Da dies offenbar auch für 
die Differentialgleichungen der Covarianten gilt. haben wir also den zu be- 
weisenden Salz: 

Die Anzahl der voneinander unabhängigen Invarianten sowie aller übrigen 
Grundformen ist für jede homogene Function, deren Grad grösser als 2 ist, die 
normalmässige. 


Zürich. 19. December 1867. 











Theorie der bılınearen Funetionen. 
(Von Herrn E. B. Christoffel in Zürich.) 


Di. in meiner vorangehenden Arbeit für die homo»enen Funelionen 
bewiesenen Lehrsätze lassen sich mit Leichtigkeit auf den Fall ausdehnen. 
wo die zu transformirende Function F in Bezug auf p Systeme von ie u 
Variabeln linear und homogen ist, und überdies auf jedes Variabelnsvstem 
dieselbe lineare Substitution angewandt wird. 

Setzt man nämlich in F alle diejenigen Variabeln einander »leich, für 
welche dieselbe Substitution eilt, so geht F in eine homogene Funetion & 
von der p"” Ordnung und » Dimensionen über, welche. sobald » 2 ist. die 
normalmässige Anzahl » voneinander unabhängiger zugehöriger Formen besitzt. 
Diese zugehörigen Formen von D sind aber auch zugehöriee Formen von 
F und nur insofern specialisirt, als sie die Coefficienten von F nur in den- 
jenigen Verbindungen enthalten. zu denen diese sich beim Uebergange von 
der p-fach linearen Function F zur homogenen Function «> vereinigt haben 

Da hiernach F ebenfalls die normalmässige Anzahl » voneinander un- 
abhängiger zugehöriger Formen besitzt, so ist bei der Transformation von F 
dureh das Resultat derselben die anzuwendende Substitution insofern völlio 
bestimmt. als sie keine willkürlichen CGonstanten enthalten kann. Folelich sind 
auch die übrigen Grundformen in der normalmässigen Anzahl vorhanden. und 
die Anzahl der voneinander unabhängigen Invarianten ist z. B. n’—n |. 

Für den Fall p=2 verlieren diese Sätze ebenso. wie bei den homogenen 
Funelionen ihre Gültiekeit,. nur dass die Erscheinungen, welche diese Ausnahme- 
fälle darbieten. und welche über die hier erwähnten Transtormationsprobleme 
hinaus zur allgemeinen Regel werden, bei den bilinearen Funelionen voll- 
ständiger hervortreten, als bei den homogenen Functionen zweiter Ordnung. 

Die Frage nach den Grundformen einer bilinearen Funelion 

E=-Sohleu; . eh. .M 
erledigt sich am einfachsten durch die wirkliche Darstellung derselben. Wir 
werden in art. I. für die Function F im Ganzen [>] absolute Invarianten * 





en ig e R . ’ \ j n we 4 
*\ Unter [>] wird ım F olgenden stets die grösste n —- enthaltene ganze Zahl 


verstanden. 
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nt 1 mr i . s ; 
| _ | zueehörivee Formen und ebensoviel CGovarianten darstellen. Aus ihrer 


v 
[1 


jeziehung zum Transformationsprobleme wird dann zunächst der Nachweis 
seführt, dass diese Formensysteme vollständig sind. Dass sie auch von über- 
zähliven Formen frei sind. also nur voneinander unabhängige enthalten, er- 
ojiebt sich dann durch folgende Ueberlegung. 

Die wirkliche Anzahl / der voneinander unabhängigen absoluten In- 
varianten ist unter allen Umständen gleich der normalmässigen, vermehrt um 
die Anzahl « von Substitutionscoeffiecienten, welche bei einer zulässigen Trans- 
formation von F willkürlich bleiben: für die bilinearen Functionen ist also /= u. 
Die stets zulässige Transformation von F in sich selbst (art. II) zeigt aber. 
dass allgemein u = na also gleich ist der in art. I. gefundenen Anzahl von 
absoluten Invarianten. Folglich ist dieses Formensyslem nicht nur vollständig. 
sondern auch frei von überzähligen Formen. Daraus ergiebt sich dann nach 
dem in meiner vorigen Arbeit benutzten Prineip. dass die aus diesem Invarianten- 
systeme hervorgegangenen zugehörigen Formen und Covarianten, soweit sich 
solche wirklich ergeben konnten, ebenfalls voneinander unabhängig sein müssen. 

Dies festgestellt. ergiebt sich mittelst des von Herrn Aronhold gelehrten 
Verfahrens für die absoluten Invarianten 7/ von F sehr leicht das System von 
»n Dilferentialeleichungen 

A) D,IT =VQ\, 


wo 
DIT = Z|- (kb) + (AR) ] 
h Lo(ih)‘ ° coli 
ist. und welchem alle absoluten Invarianten und nur solche genügen. 

Dieses System ist ein vollständiges. Bezeichnet man nämlich, was bei 
allen Untersuchungen dieser Art grosse Vortheile gewährt und im Folgenden 
beibehalten wird. durch das Zeichen 

A 
(1) 


die Null oder Eins, jenachdem %# von i verschieden oder ihm gleich ist, so 
findet für jede Function der Coefficienten von F die identische Gleichung 


B)  DuDM— DD, IT = (9)D,H- 2 DH 


statt, welche Herr Clebseh bereits im 65°" Bande dieses Journals pag. 268 
für die homogenen Funelionen, wenn auch in verschiedene Fälle zerlegt, auf- 


gestellt hat; dieselbe hat ganz allgemeine Gültigkeit. Sie zeigt, dass jede 
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Gleichung, welche aus dem System (A.) durch Diflferentiiren und Elimination 
der höhern Derivirten hervorgeht. auch aus Gleichungen des Systems linear 
zusammengesetzt werden kann. 

Da aber im System (A.) die Anzahl der Variabeln mit der Anzahl der 
Gleichungen übereinstimmt, so ist die Anzahl « der überzähliven Gleichungen 


dieses Systems gleich der Anzahl seiner Lösungen. also 


an 
u D) r 


während es für y >22 stets Null ist. 
Für die zugehörigen Formen F und die Covarianten DP ergeben sich. 
wenn jede durch eine geeignete Invariante dividirt wird. die Gleichungssvsieme 
SW «D 

Y Iyr ( { 
Ü.) D; r u 0. D, $—r 


( H; UA 


VÖ, 


deren Vollständiekeit man leicht beweist. Dieselben sind ausserdem von über- 
zähligeen Gleichungen frei. In der That ist die Anzahl der Lösungen des 
ersten Systems. nämlich der absoluten Invarianten und zugehörigen Formen 


"nıl, fan ’ RN 
zusammengenommen,. = | — |+ |; — n, also die normalmässige: dasselbe 


silt vom andern Svstem. 
Für die Zwischenformen © erhält man, wenn jede durch eine geeignete 
Invariante dividirt wird, das Gleichungssystem 
co) 04 
ne ee 


ou OT, 





Dasselbe ist ein vollständiges. und. wie aus dem für die Svsteme |(.) ge- 
führten Beweise hervorgeht. von überzähligen Gleichungen frei: die Anzahl 
seiner voneinander unabhängigen Lösungen ist daher 2. 

Verwendet man aber zu einer vollständigen Lösung dieses Systems 
möglichst viel absolute Invarianten,. zugehörige Formen und Covarianten. so 


a n ’ n+1 n ) a | a 
bleiben 2n — u —2. Si | = > | eigentliche Zwischenformen übrig. welche 


1) mit den zugehörigen Formen ein System von » in Bezug auf die 
Variabeln «. 

2) mit den Covarianten ein System von » in Bezug aui die Variabeln r, 

3) mit beiden und den absoluten Invarianten ein System von 2» in Bezug 


auf die Coefficienten von F voneinander unabhängigen Funetionen 


bilden. 
“ N r * * * .. * « 
Diese >] Zwischenformen bilden also eine selbstständige Galtung von 


Ausdrücken, indem sie sich aus den übrigen Grundformen nicht zusammen- 
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setzen lassen. und beeründen insofern einen der wesentlichsten Unterschiede 


zwischen den bilinearen und den Funelionen von höhern Ordnungen. In der 


That besteht auch für jede dieser leiztern ein System von 2» Zwischenformen. 
welehe in Bezug auf die Variabeln x und „= voneinander unabhängig sind. 
Verwendet man aber zu einem solchen System vollständige Systeme von zu- 
vehörisen Formen und Covarianten, so bleibt keine Zwischenform mehr übrig. 
woraus hervorgeht. dass in diesem Falle jede Zwischenform aus zugehörigen 
Formen und Covarianien zusammengesetzt werden kann, vorausgeselzl, dass 
diese sämmtlichen Formen durch Division mit einer Invariante in der mehrfach: 
erwähnten Weise modifieirt worden sind, wozu man stets mit ein und derselben. 
nicht absoluten Invariante und ihren Poltenzen ausreicht. 

Der Grund von dieser und jeder andern Abweichung der bilinearen 
Funetionen vom Verhalten der Funelionen höherer Ordnungen liegt darin. dass 
für die letziern die oben durch u bezeichnete Zahl stets Null ist, und es geht 
hieraus hervor. dass neben der Herstellunze der Grundformen sich bei den 
bilinearen Funetionen noch folgende beiden, bei der hier vorausgeselzten Gattung 
von Transformalionsproblemen für sie allein exislirenden Aufgaben darbieten: 

I) Die Transformation einer bilinearen Function in sich selbst und 
der Nachweis der willkürlichen Elemente in der hieraus entspringenden Sub- 
stitution: 


a ' u Es a; 
2) der directe Nachweis derjenigen [=] Gleichungen, welche im 


System (4.) überzählig sind. 

Wegen der Hlülfsmiltel, welche bei der Herstellung der Grundformen 
benutzt werden. und der Anwendung der zugehörigen Formen zur Bestimmung 
der Substitution verweise ich auf die fundamentale Abhandlung des Herrn 
Aronhold im 62 Bande dieses Journals. 


Die Grundformen der bilinearen Function F. 
Man verificirt leicht. dass die Determinante 
P= 2+(11)(22)... (nn) 
dem Gleichungssystem 


ft 
D„P = 2(})P 


Genüge leistet: also ist P_ Invariante von F, und wenn r die stets von Null 
verschiedene Substitutionsdeterminante bedeutet, die Transformirte von P 
P=#P. 
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Dies festgestellt, sei % die aus F durch Vertauschung der Variabelnsysteme 
hervorgehende bilineare Function, 
8 = S(gh)y,a, = S(hg)e.yı- 
Da bei beiden Variabelnsystemen dieselbe Substitution vorausgesetzt wird. so 
hat & dieselben Invarianten wie F, und alle simultanen Invarianten von F 
und % sind zugleich Invarianten von F. Dasselbe gilt demnach auch von den 
Invarianten der Function AF--uf, solange A, ı constante Werthe haben. 
Setzt man daher den Coeffieienten von x,y, in dieser Function, nämlich 
,(gh)+u(hg) = |gh]- 
so folgt. dass auch 
=+[11][22]... [eo] = ZA, u 
eine /nvariante von F ist. und zwar für alle constanten Werthe von 4 und ı 
Für die Anwendungen der zugehörigen Formen ist es nölhig, die ein- 
[achen Voraussetzungen der Einleitung zu verlassen. und stalt der Variabeln 
a allein zwei Variabelnsysteme einzuführen. Wir suchen demnach simultane 
Invarianten von AF-+ ur mit dem Producte zweier linearen Funclionen 
U= >u,x,,. UÜ'=!u,y,. also der bilinearen Function 
U, = Sum. - 
Aus dem Vorangehenden ergiebt sich die Invariante 


'All+ouu, [12]+00% 
| 


| 


welche für «@=0 in //(i,u) übergeht. Dieselbe ist in Bezug auf « linear 


Ri]l+omu [PRr2]+emır ...|. 


und bleibt ungeändert, wenn man 4 mit « und zugleich das System der Variabeln 
« mit dem der «' vertauscht. Setzt man sie = //(), u)+a Pi, u:u, wu), so 
hat auch 7 die zuletzt erwähnte Eigenschaft, und es wird, wenn durch 
II ,, (A, u) 
die aus einer Aenderung des Elementes |[gk} entspringende Unterdeterminante 
von I/I(i, u) bezeichnet wird, die gesuchte zugehörige Form 
Pli,u; u. u) = SI1,n(}, u), Un. 


also eine bilineare Function der Variabelnsysteme x, «'. In Determinantenform wird 


0 u, Fe u, | 

-„. [11] 02] ... De] 

Yi,usu,u) = —n [21] [22] ... [Ra]|- 
|: 

u [rl] 92] ... [en]l 


Journal für Mathematik Bd. LXVII. Heft 3. 33 
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Um bilineare Covarianten zu erhalten. setzen wir 


oF : oF ' 


Oyh Or, £ 
und suchen simultane Invarianten von AF-+ uf mit dem Producte der linearen 
Functionen IA,y,, ZY,x,, indem wir die Coeflicienten X, Y wie Con- 
stanten behandeln. Das Vorangehende zeigt, dass die hieraus fliessenden Co- 
varianten erhalten werden, wenn man in % jedes «, « durch das entsprechende 
Y. X ersetzt: also ergiebt sich die Covariante 
$b(i,u;z,y) = PF(A,u; Y, x 

Was die Beziehung zwischen diesen und ihren Transformirten betrifft. 
so folet aus der Grundeigenschaft von P, aus welchem die Vorstehenden als 
Entwicklungscoeflicienten entspringen. 

pH, a E32 

Wir werden nun zunächst zeigen. dass diese Gleichungen für die 
Wöelichkeit der Transformation von F in F’ und die Bestimmung der dies 
ieistenden Substitutionen nicht bloss erforderlich sind, sondern auch hinreichen. 
sobald sie für alle Werthe von 4 und « erfüllt sind, d. k. dass die vermöge 
der Willkürlichkeit von 4 und « aus //, #, & hervorgehenden Formen hin- 
reichen, um aus ihnen jede andere Form derselben Art zusammenzusetzen. 

In der That wird für =1, «=0 identisch > = //(1,0)F, also 
= IT (1,0)F' und /7’(1,0)F'=r’/I(1,0)F, endlich, weil /7'(1,0 
"21,9 u. ff FH, ws. bw 

Dass in der Gleichung P//= PN alle für die Möglichkeit der Trans- 
lormation von F in F’ erforderlichen Bedingungen enthalten sind, hat zuerst 
iierr ÄKronecker in seiner Abhandlung über die bilinearen Functionen von 
gerader Dimension » *) durch direete Transformation derselben in eine Normal- 
{orm bewiesen. 

Um die Anzahl der Formen zu übersehen, welche in obigen Ausdrücken 
wegen der Willkürlichkeit von A und « enthalten sind, setzen wir 


HH) | A 
Bin, TE 58 ya 
woraus allgemein 
ik 047 A U OÖ; Ö,; = — Ö, 
folet. Wird alsdann noch 
i+u=s, ,—-u=l, 


Monatsberichte der Berliner Akademie, Sitzung v. 15. October 1866 pag. 601 u. t. 
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also 
kkl = so,-+ td), 
oeselzt. so wird ie 
0 u u. 
4 801 sn + 10: 


«PB Een 


- Us SG. — td, 5059 


woraus // durch Weglassung des aus den x» und «' gebildeten Randes er- 
halten wird. 

Vertauscht man nun 4 mit «, und jedes # mit dem entsprechenden «. 
so wechselt f sein Zeichen. s. /7T und % bleiben unseeändert. Da nun // 
von den Variabeln #, # unabhängig ist. so hat seine Entwicklung die Form 

Eee H ETC HH... .. 
während. wenn entwickelt 

sp TRITT Fr, 
ist, die Entwicklunescoefficienten %#, bilineare Funetionen der Variabeln ». 
sind. welche bei der Vertauschung der beiden Variabelnsysteme entweder 
uneeändert bleiben. oder nur ihr Zeichen wechseln. ersteres bei ungeradem. 
letzteres bei eeradem o. 

Setzt man daher. um den in der Einleitune vorausgeselizten Fall zu 
erhalten, jedes # dem entsprechenden « gleich, so fallen alle 7, mit geradem 


. N 2 . N l az 
Index weg, und es ergeben sich nun a Invarianten. N zurehörige 





Formen mit einem einzigen Variabelnsvstem,. also ebensoviel Covarianten der- 

selben Art. aus denen alle Formen eleicher Gattung zusammeneeselz! werden 

können. Dass sie auch voneinander unabhäneie sind. lässt sich aus der Ein- 

richtung der Elemente von %# erkennen, wird sich aber auch im folgenden 

art. ergeben. ' 
Von den besondern Fällen. welche sich hier darbieten. und welche 

alle auf bekannte Determinantensälze hinauskommen. heben wir einen des 

Folgenden wegen hervor. Für ein ungerades » wird nämlich 7,. wie man 


aus dem Ausdrucke für 7 erkennt. wenn man s=0. t—=] setzt. das Produe! 


I 


aus einer linearen Function der #» und der nämlichen Function mit den Variabeln 


@. Folglich kann die bilineare zugehörige Form %#, durch eine in den « 


n 


lineare ersetzt werden. welche wir durch w(a) bezeichnen werden. so dass 





FF, —=w(u)w(u) wird. 
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II. Transformation der bilinearen Function F in sıch selbst. 


Sei 


die Substitution. durch welche F in 
F' = S(gh)'&.n; 


übereeführt wird. und 


u 2° 


die in den zugehörigen Formen auszuführende transponirte Substitution, welche 
für beide Variabelnsysteme der « und « eilt. 

Soll nun allgemein 

gh) = (gh 
sein. also durch die vorausgesetzte Substitution F in sich selbst mit andern 
Variabeln transformirt werden, so folgt aus der Gleichung //'= rl, dass 
1 

sein muss. 

Der bessern Uebersicht wegen setzen wir von hier an 

i+s=mı=el, d— us, 

wodurch die Grundformen IT, u), Pi, u:n,wu),. Pi, u:x,y) in Funetionen 
von f übergehen, welche wir durch //(N. #(t:u,u), P(t;x,y) bezeichnen, 
und von denen die erste eine gerade Function von # ist. 

Beim obigen Werthe von r ergiebt sich für die zugehörigen Formen 


die Gleiehune 


1. Pt;o,0) = Plt;u,W 
oder 
< NH ,.(Üe;c, = ZU,(tu,u,, 


welche für jedes # erfüllt sein muss. 
Wir beweisen zunächst, dass aus dieser Gleichung stets r—1 folgt. 
Vergleicht man nämlich beiderseits die Coefficienten von „,u,, so folgt 


>: IT, (3 BR 1439 en II ,(t 


n 


und wenn man mittelst dieses Ausdrucks die von Null verschiedene Determinante 
> +J/1, 11, ... //,, bildet. r —= 1. wie erforderlich ist. 
Dies festgestellt, ist es nothwendig. die beiden Fälle zu unterscheiden. 


wo z gerade oder ungerade ist. 
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Im ersten Falle, » = 2m, ist der Grad von % in Bezue auf / um 


zwei Einheiten kleiner, als der Grad von /7. Schliesst man nun den Fall 


aus, wo nicht alle Coefficienten von F willkürliche und voneinander unab- 


hängige Werthe haben, so hat die Gleichung //(N =0 m Lösuneen Fu. 
Fass un 


„. die alle voneinander verschieden sind. 

Dividirt man jetzt die Gleichung (1.) durch ///t). so ereeben sich 
aus ihr durch Zerlegung in Partialbrüche zwei Systeme von je m Gleichungen. 
welche den Wurzelfactoren t— w,. f-+-w, entsprechen. und die Gleichune 1 


völlig ersetzen. Der erste Wurzelfactor liefert die Gleichung 


I) 
— 


2 Il,,‚(w)v.v, = ZI1I,,(w,)u,u,: 
of, > a ” . oh ” / = 
beachtet man, dass //,,(—w)= —II,, (w,) ist, so ergiebt sich aus dem andern 


Wurzelfactor die Gleichung 


2 1H.(w)e,v, = 31 (w)u,.u,. 


- 4 _ 


- = 


Multiplicirt man mit //,,(w,). wo % einen beliebigen Index bedeutet. so zer- 


fallen die vorstehenden Ausdrücke in Linearfactoren 


(2.) II, (w)v..&II,(w.)v;, ZI. (w)u..Z&/l,(wo)u 
d 2 > J - Ih % ° 2 u I% \ _ 
(3.) 2 1//.(w,)v..& II,,(w,)v, zZ II, (w)u..&1,,(w)u,. 
% ‚do: = - R ge = 


Da jedes ®, lineare Function der « allein. und jedes e, dieselbe Funetion der 


« allein ist, so folgt aus (2.) 


= H,.(w,)e,. = a2 (w,)u, 
y Is 

Pr IT, v. Kıp - re. du II, V, U,. 
h Bi, As A 


wo alle « willkürliche Constanten und offenbar von 4 unabhängig sind. 
Vertauscht man hier die Variabeln « und «, so vertauschen sich aueh 

die e und v’, und es folgt, dass die Gleichungen (3.) von selbst befriedigt sind. 
Also haben wir zur Bestimmung der gesuchten Substitulionen, durch 

welche bei geradem » = 2m die Function F in sich selbst transformirt wird. 


die 2m Gleichungen 


EH,. w,)(d,—-AU,) = Ü. 
= II, (w)(u.—a,v,) = (0, 


in denen der Index % gleichgültig ist, und durch jeden andern ersetzt wer- 
ü i © 
den kann. 
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Zur Bestimmung der inversen Substitution erhält man ähnliche Glei- 
chungen. Da die Determinante dieser Gleichungen, wie man durch Bildung der- 


selben leicht findet. von Null verschieden ist. so sind die Unbekannten ® als lineare 


Functionen der » mit den m - [+] willkürlichen Constanten a bestimmt. 

Für ein ungerades n=2m+1 sind 7 und // vom nämlichen Grade in /. 
Folglich liefert die Partialbruchzerfällung in diesem Falle 1) ein System von 
2m Gleichungen der nämlichen Form wie das vorstehende, und 2) nach der Be- 


— — 


zeichnung am Schlusse des vorigen art. noch die Bedingung 7, (r,e)= P,u,u). 


welche durch die einfachere w(e) =r.ır(a) ersetzt werden kann, und daher 
keine willkürliche Constante in die gesuchte Substitution einführt. Folglich is! 


in dieser die Anzahl der willkürlichen Elemente wieder m | nt 

Die Anzahl der wiilkürlichen Substitutionselemente stimmt daher in allen 
Fällen mit der Anzahl von absoluten Invarianten überein, die sich im vorigen 
art. ergeben haben. und es ist hiernach dieses Invariantensystem nicht bloss 
vollständig, sondern auch frei von überzähligen Formen. Dasselbe gilt daher 


auch. wie schon bemerkt wurde. von den übrigen Formensvstemen. 


III. Transtormatıon von F in specielle Formen. 


Für die Transformation von F in irgend eine gegebene Form F’ haben 
wir demnach die nothwendigen und ausreichenden Bedingungen 


T(i,u) = r Hi, 0). 


DB (i,u;&,n) = r$li,u;z,Yy), 
von denen die ersie die sämmtlichen Bedingungen für die Möglichkeit der 
Transformation enthält. die zweite die directe und die dritte die inverse Sub- 
stilution liefert. 
Wir stellen uns nun die Aufgabe. die Substitution so zu bestimmen. 
dass F' in eine Summe von m bilinearen Funetionen 
fı=Sigh Sn» u En 


fi = S(gh) E.n,, ,h=m-+1.m+2,...n; 


S(gh) S,n, gh=n.\‘ +1,02. +?2,...0) 


I “ 
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zerfällt, welche so gewählt sind, dass ein Variabelnpaar =... welches in eine 
von diesen speciellen Funelionen eingeht. in keiner von den übrieen mehr 
vorkommt. 

Auf dieselbe Weise. wie in art. I. //(A,u) au F. ?i.v.u.u und 
P(i, u, X, Y aus // (4, u) abgeleitet wurde. leite man aus jeder der vorstehen- 
den. einer geringern Anzahl von Variabelnpaaren entsprechenden Funelionen 
eine Invariante, zugehörige Form und Covariante ab, welche für die Funetion / 
durch n,(4, u), w,(4, u,0,v),. g,(#, u,S,n) bezeichnet werden solien 


Dann wird offenbar für die Funeltion 


AL * 7} r 
fi = fi ! fi be 5 
die Invariante 
Ir, u Ti. a)... rl 


während die Herleitune von % und & aus // sofort erkennen läss!, dass 


DW (A,u;o,v ‚w,(A,u;v,v 


IT, u w; n,(A, u 


4 


PO,u;:,n 
II}, u av  m(A,M) 
ist. 

Setzt man diese Ausdrücke den der ursprünglichen Funelion F ent- 
sprechenden gleich. und zerfällt beiderseits in Partialbrüche, so zerfallen die 
hier auftretenden besondern Werthe der Functionen w.. 4 .. ”, D nach dem 
vorigen art. in Linearfactoren,. und es muss nun jeder solche Linearfactor 
der einen Seite einem durch die Bedingung eines gleichen Nenners und en!- 
sprechender Variabeln völlig bestimmten Linearfactor auf der andern Seite 
proportional gesetzt werden. 

Wir verfoleen dies nicht weiter, und ziehen aus dem \orangehenden 
nur noch die folgende Bestimmung über die zulässigen Dimensionen der ein- 
zelnen Funclionen f.. 

Setzt man wieder A—u=s=|1,. /—u {, so werden beide Seiten 
der für die Möglichkeit der Transformation nothwendigen und ausreichenden 


Bedingungseleichung 


"Hi,n)= n(su)m(i,0)...mulh, 


sanze Funclionen von F, und die linke Seite sowie die aufeinanderlolgenden 


N) . . > x n 1 in} tt, N, 
Kactoren der rechten in Bezug auf ! vom Grade | |- |5 |» 3 


Damit diese Gleichung bei willkürlichem f durch geeignete Wahl 
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der Functionen f, befriedigt werden könne, ist es also erforderlich, dass 
beide Seiten in Bezug auf £ vom nämlichen Grade sind, also 


nn, nm, X Si Zu 
? 2 Rue Fre She ae u a 3 


ist. Bezeichnet aber « die Anzahl derjenigen Funclionen f,. welche von un- 








serader Dimension sind. so ist die linke Seite offenbar 


m 





















und daraus folgt. dass unter den Functionen fi. f;. -.. f„ sich für ein ge- 
rades n keine, für ein ungerades n nur eine einzige von ungerader Dimension 
befinden darf. Ist diese Bedingung erfüllt, so ist die verlangte Transformation 
von F stels möglich. 

Nimmt man daher. um die grösste Vereinfachung zu erhalten, die Di- 


mensionen sämmtlicher Functionen f, so klein wie möglich, so zerfällt F’ für 


j ' - , n 2 .. } “ } 
ein gerades z» in eine Summe von [+] binären Functionen, wozu für ein un- 





oerades » noch ein eingliedriger Ausdruck kommt. Der erste von diesen 
Fällen liefert die von Herrn Kronecker in der oben erwähnten Abhandlung 
zuerst eingeführte Normalform. 


IV. Die Zwischentormen und die überzähligen Ditterentialgleichungen der 
absoluten Invarianten. 


Um eine grössere Anzahl von Zwischenformen zu erhalten, aus denen 
sich dann die vorzugsweise charakteristischen zusammensetzen lassen, suchen 
wir mit Ausscheidung von früher bestimmten Formen simultane Invarianten von 

‚FH u8 = S[gh]a,yı 
mit den linearen Functionen 
U ZU,TX,. = >IA,y,: W= Zr, Y:» 


indem wir schliesslich 





oF ‘ ON 
) SER... AU Br MR 
[»} O Ya > O Ys 


seizen, wodurch V und W in F und % übergehen. Vermehrt man also in 
II\)., u) jedes Element [gk] um 


wo = am, A, + Pu. t+yum&%.+duN;, 
entwickelt dann nach Potenzen von «, P, y, 0, so ergiebt sich 


II, u) +09, + P9+y9, +09, +, 
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wo die Entwicklungscoeffieienten der linearen Glieder. welche wir allein be- 


rücksichtigen, die Ausdrücke 
9, = SIT,,.u,Ä,, 
0, = SH u, 8; 
0; = SII,,.u, X.: 
0, = SII,,.uX, 
haben. und eigentliche Zwischenformen sind. Zwischen diesen vier Formen 


bestehen einfache Beziehungen. 


| Zunächst bemerkt man leicht. dass durch Vertauschune von 2 mit 
9 mit 9,,. 9% mit ©, vertauscht wird. Sodann ergiebt sich 


I, +uG, = 7:2 


.9,+u9, = I.U. 
Setzt man daher 
‚9, +u9, = HU+O, 
so wird 
,9,+u0, = HU-O, 
und © eine neue Zwischenform, welche auf doppelte Weise dargestellt wer- 
den kann 
0=4[(9—09, = ul, —-0,), 
also durch A theilbar ist. und überdies durch Vertauschung von 4 mit « nicht 
geändert wird. 
Hieran knüpfen sich nun merkwürdige Resultate. Ersetzt man allgemein 
x,a, durch 
: OF OF 
D.,F = 2, —— +y,— 


OX;, tr Oyı 


“ 


(vergl. die Einleitung). und bezeichnet das, was hierdurch aus ©, wird. dureh 
OF). so folgt, weil U in 2F übergeht, 

O9 (F)+u09,(F) = RIIF+O(F), 

1,9, (F)+u9(F) = RIIF—-O(F). 
Nun ist in A0,+u0, der Factor von //_, gleich 


‚u,.A, + um, A, = ZAlth)x 


= N 


u. + u (ig) w;9,; 


derselbe geht durch die angegebene Substilution über in 
&4ıih)D.F+ u(ig)D,F. 
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In diesem Ausdrucke findet sich der Factor von x,y, ohne Schwierigkeit 


ih\[gk)--(ig)[kh]; also ist in AO, (F)+u0;,(F) der Factor von x;y, gleich 


S II,„((ih)[gk]+ (ig)[kh)) = 21. (ik), 
a, 


mithin 
19, (F\+u0,(F) = RUF, 
O(F) 0. 
0, (F)+u0;(F) = 2IIF. 
Die zweite von diesen Gleichungen liefert den Satz: 
Ist die obige Zwischenform: 
® = Zi 
so ist identisch 
Zi. FE = U 
also auch für jede beliebige Function P der Coefficienten von F 
Zi,D,P = V. 

Diese Gleichung enthält die vollständige Lösung der Aufgabe, die überzähligen 
Dilferentialgleichungen der absoluten Invarianten zu bestimmen. Da nämlich 
9, —9 = S(IHI,A,— T,,X%,)u, ; 

und 9=4(9,—09,) ist, so folgt 
2, = »& ((ih) IT, — (hi) IT,..). 
Einen andern Ausdruck erhält man aus der Gleichung = (9,— ©,), nämlich 


hr = u&((ih) II, — (hi) I1,,). 


h 
Die halbe Summe beider ergiebt endlich die symmetrische Darstellung 
a A „a onlN 
la = 42 ( (ih) —. — (li) = )' 
” er U / © (kh or Hk 
Setzt man nun 


II = II, 4" + II WM" u+ I, WW + IT, u, 
so fallen aus A, die mit 4° und «” multiplieirten Glieder fort, wie man leicht 
verifieirt. und auch aus dem Umstande schliesst, dass ©, mithin auch 4,, durch 


),u theilbar ist, so dass in der Entwicklung von 4, nur (»—1) Glieder übrig 





| ü n — 1 
bleiben. Da aber allgemein /7,_, = II, ist. so erhält man nur 5 Ver- 
’ ”.. BE 
schiedene Glieder, wenn (2—1) gerade. und nur — Glieder, wenn (r—1) 
- 


y. 


ud 


. . n . m » . 
ungerade ist, also allgemein [=] verschiedene Lösungen der Aufgabe, die 
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».n Coefficienten A,, so zu bestimmen. dass 

$5,,D,P 

für jede beliebige Funetion P verschwindet. 
Dadurch sind ebensoviel Gleichungen des Svstems 

Br 0 


als lineare Folge der übrigen nacheewiesen. was direet bestätiot werden sollte. 


V. Eisenschaften der 4,. 


Durch das Schlussresultat des vorigen art. erlangen die Coeffieienten 
der speciellen Zwischenform © ein selbstständiges Interesse, weshalb wir zum 


Nachweise ihrer Eigenschaften übereehen. 


Gleichung /7’=r’/I genügt. so ist unter Vorausselzung der in art. Il. ange- 
sebenen Substitution 

0 (E, © rOoO(z2.u). 
und es genügt hiernach 9 dem System partieller Dilferentialgleichungen 


J () UN 
DD. 0-1 er U, Q: 


U 


OU, OT 
dasselbe eilt von jeder der vier Zwischenformen, aus denen © zusammenge- 
selzi wurde. 

Sei nun 4,, das. was aus 7, wird. wenn jeder Coeffieient von F dureh 


den entsprechenden Coeffieienien der transformirten F’ erselzt wird. also 


F'r.ua) = >4,r,n,: dann folet aus der ersten Gleichung 

Ei, = Fr Zei 
Nimmt man beiderseits die Derivirte nach <: und ®,. so folet. weil —- ... 
cur cloer 
od, Or) 

j oloer. 
/ } 2 0, Kal 
K. * 7 = 


Setzt man sodann den Ausdruck von © in die Differentialeleichunsen 


Dachzn = 2h) hen (Hirt (in. 


Ist daher P iroeend eine Function der A, also auch der Coelflicienten von F, 


ein. so folet 


so folgt 


D.P 


[ 


i\ or; a; oP 
Bert) 
rn“ ‘oh l | b' 797 2 2 / 

( y oh ' r hı NZ, * Orr / 


341 * 





Da x, u) Entwickluneselied einer Zwischenform 7/7 ist. welche der 
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Wenn daher P homogen ist und dem Gleichungssystem 


A Rn 
Be. - a ) — 0) 


h OA; Obhk 





senüg!. so ist es eine Invariante von F. Die Bedeutung dieses Resultates 


wird sich aus dem Folgenden ergeben. 


VI. Ueber die den Zwischenformen eigenthümliche Substitution. 


Nach dem Vorangehenden ist Or, «) eine bilineare Function, deren 
Transformation sich von der früher betrachteten dadurch unterscheidet. dass 
die auf die beiden Variabelnsysteme anzuwendenden Substitutionen nicht über- 
einstimmen, sondern zueinander transponirt sein sollen. Sei allgemein 

G = Sl, 4, 
eine solehe Funetion,. welche durch die beiden Substitulionen 
any y 


2, —— U ,;S, . ®, a G,;, 


ı 
(G — Sl, A ®; 
übergelührt wird. 
Vermöge der Gleichung @ = @ folgt aus der Lehre von den Zwischen- 


formen. weil 





0G' 
v! v I 
1:9 G = R 7 Cyn 
| h 0@;: 
1si. 
vr ’ r 
x olı 4 CG [ i 
a Un >= Saat. 
h 00; Os, ov, 


Dies festoestellt. sei // eine Function der Coeffieienten von G: dann is! 


‚ol ct , 06 
> a, = S 13 ee 
h 04, | 5 Aut ı Can Ay 
he 


N — - — 





Y oll' .® (1' o@' ] 
ÖL 


ol ıb ( E C ", & v, 
/ 0 , SIT! \ 
Er En A 
h ol; Olyk 


Wenn daher die rechte Seite dieser Gleichung für jedes öi und A verschwindet. 
so ist // absolute Invariante von @, und umgekehrt. 
Die absoluten Invarianten von G, unter Voraussetzung obiger Trans- 


formation. sind also durch das Gleichungssvstem 


A se 5C 1 


/ je I; : ecH \ — 0 


h ol Ola; ; 
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definirt, und es lässt sich nun zunächst leicht zeigen. dass @ bei obiger Trans- 
formation auch »ur absolute Invarianten besitzt. 

Um dies zu beweisen. setze man die rationale Funetion // oleich dem 
Quolienten aus zwei von gemeinsamen veränderlichen Factoren befreiten ganzen 
Funetionen. Dann erhält man nach bekannten Scehlüssen für diese ein System 
von Dilferentialgleichungen 

d P Ö,; ; 
wo die Factoren o sämmtllich constant sind. Wir werden nun zeiven. dass 
dieselben alle Null sein müssen. woraus dann der vorstehende Satz fole! 


Aus der Definitionsgleichung 


( ( ( G 
0,G a = 
OL CH, 
zieht man leicht die folgende 
/ j ’ } b 
B. 0, Od, (Gr — (40, Gr 6 \d., (i 0,6. 
welche nun auch für jede beliebige Function P gill. Aus den obigen Dif- 
ia | a [gQ\ (AN 3 ua p 
ferentialgleichungen folgt jetzt 0 = (7)0,P- * \o.,P, also, wenn nicht P—=0 
; j . ( IN / a, 
ist. was wir ausschliessen. (Heu ” )O.,, woraus allgemein o ,)o, mithin 
\ Ai » . . y . y 20 f 
daP = („Jer folet. Da aber identisch ZI,P=V0 ist. so folet endlich 


oe=0, w. z.b. w. 

Vereleicht man diese Resultate mit dem Schlusse des vorigen arl.. so 
[olet. dass jede Invariante einer bilinearen Zwischenform von F, mit Rücksich! 
auf die den Zwischenformen eigenthümliche Transformation gebildet. auch In- 
variante von F selbst ist. 

Es ist sehr leicht. Invarianten von @ zu erhalten. Sei 


H SC, r.u 


eine derselben Transformation wie @ unterworfene Function oder ( selbst 


Dann ist nach art. V. 


mithin 
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Wenn daher eine bloss aus Coefficienten von @ gebildete Function 
fl; die Eigenschaft hat, dass 
fit fi 


ist. so ist auch 





f PIE ch f lu on ui 


’ 


( 


Nun findet man leicht. dass I/, = I/, ist: nimmt man daher das erstema! 


u 


/- G, und dann neue. sich von selbst ergebende Formen für H, so erhäl! 
man folsende Reihe von Invarianten von @, die nach dem Obieen sämmtlich 


absolute sind: 


D. 


Ein zweites Verfahren ergpiebt sich aus den Differentialeleichunsen (A. 


Da nämlich aus diesen 


06.Il c:#0H sn. /xdH BAR 
AND; 
folet. so Ist identisch 
x oOuAIE (3 oIN 
Os be a old / 


Wenn daher // eine Lösung des Systems (A.) ist, so ist auch 


coll 


AN = L— 


eine solehe. und hieraus können durch Wiederholung noch weitere Lösungen 
o#l1= WII, #II u. s. w. folgen. 

Nun bestätiet man ohne Weiteres. das /= I +/,l».../,, den Glei- 
chungen 4.) genügt. Folelich werden dieselben für jeden constanten Werth 


von @ auch befriediet durch 


1 0 lı: Im | 
Ih, 2 — 0 b;, / 
— Io. 
2 Ei; 


worin » offenbar voneinander unabhängige Lösungen enthalten sind. 
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Die Wurzeln der Gleichune I(a\—O sind ebenfalls Invarianten von AG. 


wie man mittelst der Differentialeleichungen (A.), denen und seine nach 
@ genommenen Derivirlen für jedes « genügen. leicht bestätie! Zwischen 


diesen Wurzeln und den unter _D.) angegebenen Invarianten besteht ein sehr 
einfacher Zusammenhang, den zuerst Herr Dorchardt (Bd. 30 dieses Journals 
pag. 38) eefunden hat, und welcher sich auch aus dem Folvenden ervieht 
Wir werden nämlich zeigen, dass die vorausgesetzie Substitution stets 
so gewählt werden kann, dass @ die Form 
5 = Zur 
annimmt. und dass alsdann die Coefficienten »& die Wurzeln der Gleichune 
J(a)=0 werden. Ist dies bewiesen, so wird \,= wo. |! 0. und die unter 
D.) gegebenen Invarianten werden: 


Ei = BE = u, ee, hatt zw, u. Ss. W 


[Z [zZ 


Da allgemein 
PART S Golen 


ist, so ist zur Ausführbarkeit obiger Transiormation von @ für jedes i das 
Gleichungssystem 


5 «d E; (U; ww, 


erforderlich. Also müssen die Grössen w die Wurzeln der Gleiehune /«@' -—- 0. 
oder es muss identisch 
AI(o) = (w, -e)(wn —a)...(w, — 0 
sein. Sind die w dieser Bedingung gemäss gewählt, so lassen sich die Trans- 
formationsbedingungen für jedes i befriedigen. Daraus folgt aber. dass in 
I(«) alle voneinander unabhängigen Invarianten von @ enthalten sind und 
die Anzahl derselben » ist. Endlich folgt für das System A.). dessen Voll- 
ständigkeit durch die Gleichung (B.) nachgewiesen ist. dass dasselbe genau » 
überzählige Gleichungen enthält. In der That findet man leicht, dass der Ausdruck 
> u,0,71 
für jede Function // verschwindet. wenn man die Coefficienten « aus einer 


der folgenden Gleichungen wählt: 


u\ 
Wir kJ 
u = Shulı 
j 
u = Bl,kılı u. Ss. W. 


ab 








Uhrıistoffel, Theorie der bilinearen Functionen. 


Die invariantiven Eigenschaften dieser ebenfalls zuerst von Herrn 


Borchardt (in der oben erwähnten Abhandlung) eingeführten Ausdrücke er- 


geben sich ohne Weiteres aus (C.). Mittelst derselben findet ıman leicht, dass 


{m) 


. x iv . 1 . ” 4 . 
allgemein u‘ der Coefficient von —— in der absteigenden Entwicklung von 
. Ce 


olog .I(x) 
te) Kae 


u 
ist. Bei der Wichtigkeit der Ausdrücke «,, für die Untersuchung der Gleichung 
A4(«)—=0 war es nicht ohne Interesse, die eigenthümliche Bedeutung nach- 


zuweisen. welche ihnen in der Theorie der bilinearen Functionen zukommt. 


Zürich, 27. December 1867. 






























Ueber bılineare Formen. 


(Von Herrn Aronecker.) 


Vorgetragen in der Sitzung der phys.-math. Klasse der Berliner Akademie vom 15. October 1561 


Daren mündliche Mittheiluneen meines Freundes Weierstrass habe ieh 
seit längerer Zeit Kenntniss von seinen Untersuchungen über die alleemeinen 
”-Funetionen d. h. über »fach unendliche. aus Gliedern von der Form 


ers ta UN Te) 


zusammengeselzte Reihen. in welchen @ eine ganze Function zweiten Grades 
der » Variabeln # und der » Summationsbuchstaben » bedeutet. Die Coel- 
licienten der ganzen Function @ bilden die Parameter der ©-Funetionen und 
sınd einzig und allein den für die Convergenz der Reihen erforderlichen Be- 
dingungen unterworfen. Diese allgemeinen ®-Functionen werden in den er- 
wähnten Weierstrassschen Untersuchungen auf speciellere zurückgeführt. die 
von nur 4»(n-+-1) Parametern 7,, abhängen, welche den Gleichungen: 7, ı 

genügen, im Uebrigen aber bloss durch die für die Convergenz der Reihen 
nöthigen Bedingungen eingeschränkt sind: und für die Transformation dieser 
9-Funetionen werden folgende Relationen zwischen den ursprünglichen Para- 


melern r und den entsprechenden transformirten 7’ erlangt: 


I Von u. 1. (e 
Mn rg nn IH, nn-+gqg Tor x“ "2 IM, l, g er m, -r.s To ! g *® 


Hierin sind für »p und q die Zahlen 1. 2. 3. ... » zu selzen, die in 
Bezug auf r und s zu machenden Summalionen erstrecken sich ebenfalls auf 
die Zahlen 1. 2.3. ... », und die 4» ganzen Zahlen m sind kurzweg dadurch 
zu charakterisiren, dass sie die Coelficienten einer Substitution für je 2» Va- 


*) Da in der vorstehenden Abhandlung des Herrn Christoffel auf ıneine ım Monats 
bericht der Akademie erschienene Notiz „über biılıneare Formen‘ hingewiesen wird 
so dürfte ein Abdruck derselben an dieser Stelle motivirt sein. Das specielle Problem, 
welches mir zu den Untersuchungen über bilineare Formen Anlass gab, führte mic! 
naturgemäss auf diejenigen bis dahin noch nicht behandelten Transtormationen, bei 
denen für beide Variabeln-Systeme identische Substitutionen angewendet werden, und 
dadurch ferner zur Aufstellung einer neuen Normaliorm, einer die Coefficienten der 
selben bestimmenden Determinante und derjenigen Formen, welche ich beigeordnete 
genannt habe. 
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riable @,. @32 2.2. 2343 Yır Mas = You Dilden, durch welche die bilineare Form: 


S'/n 4 
. L, VB IL, 4 ei -L; Y.) 


in ein ganzes Vielfaches ihrer selbst übergeht. 

Ich brauche den zu erwartenden eigenen Mittheilungen meines Freundes 
Weierstrass über seine hier erwähnten Untersuchungen nicht weiter vorzugreifen, 
da das Gesagte genügt. um die Veranlassung zu meinen rein algebraischen 
\rbeiten darzulegen. von denen ich im Folgenden einen kurzen Auszug geben 
will. Ich suchte nämlich die Bedingungen zu ermitteln. unter denen die Irans- 
[ormirten Parameter 7’ den ursprünglichen oben mit 7 bezeichneten gleich 
werden. und bin dadurch auf die allgemeine Untersuchung derjenigen Trans- 
'ormationen bilinearer Formen von je 2» Variabeln x und y geführt worden, 
bei welchen die Substitutionscoeffieienten für beide Systeme von Variabeln 
identisch sind. In der That ist der Zusammenhang jener Frage mil der er- 
wähnten Art von Transformationen bilinearer Formen. von welcher nunmehr 
ausschliesslich die Rede sein soll. einerseits schon durch die Charakterisirung 
der Zahlen m gegeben. andrerseits aber wird ein solcher Zusammenhang noch 
durch die folgende Betrachtung hergestellt. Wenn man die obige Relation 
‚wischen den Grössen < und 7 mit @,.y, multiplieirt und alsdann in Beziehung 
ıf alle Werthe von p und q summirt, so erhält man eine Gleichung, die 


durch Einführung der Bezeichnungen ,,,, Y,,, für die Summen: 


%' . ER 
5 prXp> ei "aa 
dte Form annimmt: 
ZW, BY. = ZW. N; 


wo in Bezug auf ö von I bis 2» und in Bezug auf r von 1 bis » zu sum- 
miren ist. Wenn man nun ,—= +1 oder = —1 setzt, je nachdem der Index 
zu der ersten oder der zweiten Hälfte der Zahlen 1. 2. 3 ... 2» gehört. 
und wenn man ferner sowohl bei den Coeffieienten als bei den Variabeln der 
bilinearen Formen Indices, welche grösser als 2» sind, in dem Sinne zulässt. 
dass darunter deren kleinste posilive Resie modulo 2n zu verstehen sind. so 
nimmt die obige Gleichung die einfachere Gestalt an: 
Zum. = $:; 

und die Summalion ist hier in Beziehung auf ö und k auf die Werthe 1. 2,3... 2» 
auszudehnen. Man kann hiernach den Zusammenhang zwischen den Grössen ı 
und 7 vollständig dadurch charakterisiren, dass die bilineare Form: 


Sem, 2); 
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welche mit Mix, y) bezeichnet werden soll. vermöge der Substitutionen: 


> Eu 3 ik A Y, 


< 
p j a 


T,»Y, 
identisch verschwinden muss. Sollen also die Grössen 7’ den Grössen r oleich 
werden. so sind dieselben in der Weise zu bestimmen. dass die bilineare 


Form der Variabeln x, y, in welche Mix,y) durch eine Transformation : 


2 =%, L.  =—-2..,: TS T.E.. 
v . 2 2 P' 2’ 
5 
y=Y%, Nr Nur tSt,y, 
: j 
übergeht, für &,.,=9y,,,=0 identisch verschwindet. Für r sind hier stets 
sämmtliche Zahlen 1. 2. ... »n zu selzen. damit die sämmtlieben neuen Va- 


riabeln durch die alten ausgedrückt erscheinen. Die angegebene Transformation 
ist eine für beide Systeme von Variabeln übereinstimmende. also eine von 
denjenigen Transformationen bilinearer Formen, welche hier überhaupt nur 
betrachtet werden soilen. Aber von der specielleren Beschaffenheit jener 
Transformationen kann abgesehen werden, da offenbar aus jeder Transformation 
von M(x,y) in eine Form M'\x',y'), die für x,,.=y,..,=0 verschwindet, 
» lineare Gleichungen zwischen den je 2» Variabeln x und y, also auch im 
Allgemeinen je » Relationen von der Form: 
2, = ST,%,; Yoyr = ST,.Yp 

hervorgehen, unter deren Anwendung M\.r,y) identisch gleich Null wird. 

Die einfachste specielle bilineare Form, welche verschwindet, wenn 


man die zweite Hälfte der Variabeln x und y gleich Null setzt. ist die Form: 


- In 


herr 
l 


welche ich „Normalform“ nennen will, weil jede bilineare Form in dieseibe 
transformirt werden kann. Diese Reduelion der bilinearen Formen von je 2% 
Variabeln auf die angegebene Normalforın ist von der wesentlichsten Bedeutung. 
indem dadurch nicht bloss die obige Frage nach den speciellen Werthen der 
Grössen 7 erledigt sondern auch die allgemeine Transformation irgend einer 
bilinearen Form in eine andere vermittelt wird. Das Problem einer solchen 


allgemeinen Transformation zweier gegebener Formen: 


_ 





Z0,2Y> ZArENYi> 


in einander. welches also — wenn e, die 4»° Substitutionsceoeflieienten be- 
deuten — durch die Gleichune: 
Zar, Yı, = a, n Co: CHE Yk> 


dargestellt wird, erfordert zwar die Erfüllung von 4»' Bedingungsgleichungen 


35 * 
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a 


für die gleiche Anzahl Coefficienten e und erscheint hiernach als stets lösbar 





und bestimmt, in der That aber ist dies nicht der Fall, da mit den Formen: 
Za.2N, Zu Nı; 

»leichzeilig die transponirten Formen: 
Za,;2;Yı > ar, 

durch eben dieselbe Transformation in einander übergehen müssen. Hiernach 


muss. wenn z und © zwei unbestimmte Variable bedeuten. die Gleichung: 


> (va,+va,)2;Yy, = (ua, + va,,);Yı 
dureh die Substilulion: 
2 =; = Zcu 


erfüllt werden. Bezeichnet man die Determinante eines Systems von Grössen 
b, durch: |b,|. so erhält man für die Zulässigkeit der Transformalion jener 
beiden bilinearen Formen in einander die Bedingung: 
a, jwa,+va,) = |a,|: |ua,-+va,,|. 
Da beide Seiten dieser Gleichung ganze symmetrische Functionen des 2x" 
Grades von a und © enthalten und die Coefficienten von (w"+e"") überdies 
identisch sind. so repräsentirt dieselbe » Relationen zwischen den Coefficienten 
« und @, welche für die Transformation der beiden bezüglichen Formen in 
einander erforderlich sind. Dieselben sind aber, wie sich zeigen wird, auch 
ausreichend. da beide Formen auf eine und dieselbe Normalform redueir! 
werden können. wenn. wie jelzt vorausgesetzt werden soll. die Delerminante : 
ud. Ca, 

als Funelion von a und © betrachtet, keine gleichen Factoren enthält. Diese 
Determinante. welche für die bilinearen Formen von besonderer Bedeutung 
ist. lässt übrigens noch mannichfache Umformungen zu, von denen ich nur 
eine hier hervorheben will. Bezeichnet man nämlich mit «,, die Coefficienten 


des dem Substitutionssysieme a, enigegengeselzien Systems. so wird: 


Sa, = On, 
J 
wenn, wie von jelzt ab stets geschehen soll, d,, =1 oder d,=0 genommen 


wird, je nachdem die Indices öi und % einander gleich oder von einander ver- 
schieden sind. Bei Einführung dieser Bezeichnungen erhält man für die obige 
Determinante die Relation: | 


| uUld;; ro, Price LA f | ud; + Ü® - (7, Opa] 2 
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Wenn die bilineare Form. deren Coefhicienlen «a, sind. durch eine 


t 


Substitution mit den Coelffieienten e,, auf die Normalform: 





Zi, 0ıY. 


redueirt werden soll, so muss den vorstehenden Ausführungen gemäss: 


= (aa, +va,)2,y, = S (uk, + ohn)anY 
werden, wenn: 
= 0,0, yYazcHyı 
und in Folge dessen: 
C), — zY Le Y' — z Ya Yı 


gesetzt wird, wobei die Coeffieienten ce und y durch die Relation: 


2 Cny} J i () 


mit einander verbunden sind. Da die Normalform mit den Coeffieienlen 4. 
wenn man darin p,@, für x, und p,y, für y, selzl. in: 

= 7, Pr Par Cr Yu 
übergeht, so folgt, dass bei der Reduction einer beliebigen Form auf die Normal- 
form sowohl für deren Coelfieientlen 4 als für diejenigen der Substitution « 


nur die Quotienten: 
h, Cy 


ee 
bestimmt sein können. Für diese Quolienten aber ergeben sich die nothwendigen 
Bedingungen. wenn man in der obigen Transformations - Gleichung die Variabeln 
x durch © und die Variabeln x’ durch y ersetzt. In der That erhält man 
alsdann: 


Z (ua, + va,,) 6,2, Y% = (uk, + ©oh,.n)Yarna Ch Yr> 


so dass die 2» Verhältnisse 4,:4,,, durch die 2» Wurzeln der reeiproken 


| Gleichung: 
| 4,2 —4,| = 0 


gegeben werden. während sich die Verhältnisse e,,:e,, alsdann aus den 24 


Gleichungen: 


Po: Kim A, ” To A,;h,, ) C — (0) 
| für k=1, 2, ... 2» bestimmen. Es ist aber nunmehr noch zu zeigen. dass 


oder in wie weit diese Bestimmung der Coefficienten e und A der Aufgabe 
genügt. Zu diesem Zwecke denke man sich die Determinante 


va, + va, 
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in iroend einer Weise in die 2» linearen Factoren 


um, — cn 





zerlegi. jedoch so dass e,.,= u,, «,..=r, wird. Ferner seien d,(u,r, «die 


n nl 


Unterdeterminanten von wa,-+ra,. so dass: 





5 (va,.-+va,)d,(u,e) = |na,-+va,|d; | 
also auch: | 
S (na,+va,)d,(e, u) = |wa,-+ va,,| -d,, | 
wird.  Selzt man nun: 
2 (ua, + va,)d,(o,,u,.\d,.(u.,e,) = wA,-+tB.. 


! 


so eroiebl schon die Summation über i allein. dass 
a.A.+e.B. = 0 


sein muss. und ebenso ereiebt die Summation über k die Gleichune: 


aA.+vB. =d. 
U, r U. e ö . 
Da der Voraussetizune nach von —- verschieden ist. so folet: 
D, hi D. 


Aue 


und mit Hilfe dieser Beziehungen zwischen den Grössen A und B ereiehi 
sich die Identität der auf i, A, r, s=1. 2. ... 2» auszudehnenden Summe: 


I na, +va,)d,(u,,v,)d,(u,,©)-p,p.X,Y. 


mit: 


SS (uA,ınnrr + Oo Asa) Pr Para Cr Ynık 


Die Identität dieser beiden Summenausdrücke, in welchen die Coefficienten y» 
oanz willkürlich bleiben. setzt die Reduction einer Form: 
ZA, Y, 
auf die Normalform mittelst der Substitution: 
z& = Sdı,(W,,v,)-P,%, 
in Evidenz. und die Coefficienten e,, werden hiernach in der alleemeinsten Weise 
durch die Gleichung: 


ca = Prrdy (tr, 6) 
bestimmt. 
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Der bilinearen Form mit den Coeffieienten «,, ist in gewisser Hinsich 


eine andere beigeordnet, welche aus derselben durch die Substitution: 


€, u 1 5 == = d,; DT, 
entsteht. Sind nämlich die Grössen «, wie oben. durch die Gleichung 
Bew Ö, 


ti I e/ 
für alle Indices i, h bestimmt. so erhält man die Relation: 
= 4,2%; ZU. 
für die beiden einander beigeordneten Formen. Wenn die Coelfieienten deı 
Substitution, mittelst deren die beigeordnete Form auf die Normalform ve- 
bracht wird. mit ce bezeichnet werden. so besteht zwischen den Coeffieienten 
ce und e die Beziehung: 


€), RE (Zu u (l,,C), 


welche für die nunmehr wieder aufzunehmende Ermilttelung der Grössen ı 
von Bedeutung ist. 

Wenn eine bilineare Normalform, deren Coefficienten A sämmtlich von 
einander verschieden sind, dadurch gleich Null werden soll, dass die je 2» Va- 
riabeln durch je » übereinstimmende Relationen mit einander verbunden werden. 
so kann dies nur in der einfachen Weise geschehen, dass die eine Hälfte der 
Variabeln selbst gleich Null gesetzt wird. Es kann hierfür stets die leizie 


Hälfte genommen werden. sobald man keinerlei Voraussetzung über die An- 


ordnung der Variabeln macht. Hiernach bestimmen sich die Coelffieienten ı 
in den Relationen: 

» a. u 

Lurg = T,,%,, Y q ARE: —_ 1,4,» 


für welche 
za,2Yı = VÖ 
werden soll, aus den Coefficienten e durch die Gleichungen: 


N ee y' 
+4 >= = 0,1 


! Bi 
Für die Indices p, q, r sind hier überall nur die Zahlen 1. 2, ... » zu selzen. 
Die Variabeln der Normalform und also die zweiten Indices der Coefficienten 
c werden in einer derjenigen Anordnungen vorausgesetzt. für welche e,, 
nicht verschwindet. Alsdann lässt sich für die zu der beigeordneten Form 
gehörigen Coefficienten e’ die Gleichung: 


Ce — Set 


n49.Pp rp rg 
r 


herleiten. Hiernach stehen irgend zwei einander beigeordnete Formen in der 
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sevenseiligen Beziehung, dass wenn die eine vermöge der Relationen: 


U —— » —— y F 
> A 2 eh 59 1.9: 


verschwindel, die andere durch die transponirten Substitutionen: 


> » SB. % 
nr. d,, = at, 


bis, 
auf Null redueirt wird. Wenn also die beigeordnelen Formen abgesehen von 
einem eonstanten Factor einander eleich und demeemäss die Coeflieienten e 
und e’ mit einander identisch anzunehmen sind. so muss =, Mein. Dies 
{indel in der That statt. wenn «a, = &,m,,;, genommen wird. wodurch übrigens 


für die Bestimmung der Coellieienten e aus der obigen Gleichung zwischen 





- und e die Relationen | 


C; j vo Mn Chi 'w,m,, os ),, Se () 


hervorgehen. und man kann das Resultat folgendermassen aussprechen: 
„Wenn die Zahlen m,. die 4»° Substitutionscoeffieienlen für die Trans- 
(ormalion der Form: 
Z ET Ya 
in ein Vielfaches ihrer selbst bilden, so giebt es symmetrische Systeme 
von »' Grössen r, für welche die Form: 
zZ EM, ni Yı 


verschwindet. wenn darin: 


» 2 ei » — 4 
A > I FR AR Yura ST.Y 


oeselzt wird. Unter der Annahme. dass die Determinante 


UEM; nF VE M. „4; 

| 

aus Jauter verschiedenen Linearfactoren : | 
uvm, — cn; | 

hesiehe. lassen sich sämmtliche Svsteme von Grössen 7 rational aus den | 
Grössen #,, ev, bestimmen. Wenn nämlich eine Hälfte der Werthe «,., r, | 


irgendwie ausgewählt wird. jedoch so dass nicht zwei um » verschiedene 
Indices # darunter vorkommen. und man bezeichnet die Unterdeterminanten 
der obigen Determinante mit d,, (u, ve). so werden die zu einem und dem- 
selben Systeme gehörigen Grössen 7 durch diejenigen Gleichungen 
eben. welche aus: 


UPr— 


_ 


N 


any ß np m A “ 
= d, 4,0%) 7, = Ayyon (Urs © 


tür die ausgewählten » Indices k und für g=1. 2. ... » entstehen.“ 
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Eine besonders bemerkenswerlthe Beziehung zwischen den Grössen 7 
und den zugehörigen bilinearen Formen besteht darin, dass Iransformirten bi- 
linearen Formen transiormirte Grössen 7 entsprechen. vorauspeselzt dass die 
Coeflieienten der Transformation selbst ein System m, bilden. Wenn nämlich 


. « .. 4 Y . 
die Grössen 7 zu der Form Ye,m, 1 


\ zn 


I > h .. | . . 
und die Grössen 7 zu derieniven 


A 


Form gehören. welche aus jener durch die Substitulion: 
AR, « y 
weoma, yaLm.yı 


hervorgeht. so besteht zwischen den Grössen 7 und 7’ veenau die im Anfano 
dieser Mittheilunge angeeebene Relation. welche die einen als transformirte 
der andern charakterisirt. Die arithmelische Theorie der Grössensysieme 
ist sonach auf die der bilinearen Formen Mr, y) zurückzuführen. und diese 
bilden eine in sich abgeschlossene Galtung von Formen. welche bei Trans- 
formationen der bezeichneten Art nur in einander übersehen und welche. 
wenn die Coeflicienten m symmelrisch sind, durch quadratische Formen jener 
besonderen Grallung ersetzt werden können. welche Herr Hermite für den Fal! 
»—%2 zuerst aufgestellt und behandelt hat. 

Es muss hervorgehoben werden, dass nicht alle Werthe der Grössen 
ı, welche auf die angegebene Weise resultiren, die für die Convergenz der 
@-Reihen nothwendigen Bedingungen erfüllen. Ferner ist zu bemerken. dass. 
wenn die Gleichung: 

134, —4,) = 0 
oleiche Wurzeln enthält, die Grössen 7 theilweise unbestimmt bleiben. d. h. 
es exisliren in diesem Falle gewisse Functionen von einer oder mehreren 
Variabeln. die für 7,, geselzt der Aufgabe genügen. Ich will indessen aul 
diese eine genauere Untersuchung erfordernden Punkte nicht näher eingehen. 
sondern nur noch gewisse Eigenschaften der Zahlen m hervorheben. welche 
für die hier berührten Fragen von Bedeutung sind. 

Die Gleichungen. denen das System der Zahlen ı»» genügt. bleiben auch 
bei der Zusammensetzung solcher Systeme bestehen. Dies geht unmittelbar 
daraus hervor. dass die Zahlen »» die Coelflicienten der Substitution für die 
Transformalion einer gewissen Form in ein Vielfaches derselben bilden. Auf 
dergleichen Substitutions- Systeme. deren Eigenschaften bei der Zusammen- 
setzung erhalten bleiben, habe ich bereits vor längerer Zeit bei Gelegenheil 


anderer algebraischer Untersuchungen meine Aufmerksamkeit gerichtel und 


von denselben namentlich zur Bildung von Affeetfunetionen Gebrauch gemacht. 
Journal für Mathematik Bd. LXVII, Heft 3. 36 
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Um solche Systeme herzustellen bedarf es nur der Auffindung von Formen. 
welche unendlich viele Transformationen in sich selbst zulassen, und wenn 
bereits derartige Formen bekannt sind. so kann man daraus neue ableiten. in- 





dem man Formen. die sowohl in sich selbst als in einander transformirbar sind. 





zu einander addirt. In dem oben angegebenen Falle sind es z.B. die » in 
sich selbst transformirbaren Formen: x,%,,,— %,.;:.%:, deren Summe eine Form 
bildet, welche Transformationen in sich selbst gestattet, und man sieht leicht. 
in welcher Weise sich namentlich die Verallgemeinerung für Determinanten 
höherer Ordnung gestaltet. Nach diesen Andeutungen über allgemeinere Systeme 
bemerke ich zuvörderst in Bezug auf dasjenige. durch welches die Form: 
I e,07,Y,., in sich selbst übergeht, dass dessen Elemente m,, sich rational durch 
»(2»--1) von einander unabhängige. ein symmeltrisches System bildende Grössen 
»,, ausdrücken lassen. Bringt man nämlich die Elemente des dem Systeme 
m. -+-0,,) entgegengeselzten Systems auf die Form: 


4 (€, Vuırt PR . 

so sind die Grössen m und v offenbar durch einander rational ausdrückbar. 
und es bestehen vermöge der Eigenschaften des Systems m für die Grössen 
» die Relationen: v,=»r,. Durch diese Zurückführung der Systeme m auf 
symmetrische Systeme » wird indessen nur die Auffindung aller rationalen, 
nicht aber die aller ganzzahligen Elemente einer Transformation der Form: 
> 8,0,9,,, in sich selbst ermöglicht. Hierzu dient vielmehr ein Princip der 
Reduction von gegebenen Substitutions- Systemen auf „elementare“, welches 
auch auf die allgemeineren vorhin charakterisirten Systeme anwendbar ist. 

Wenn man auf eine Substitution zweiter Ordnung mit ganzzahligen 
und vorläufig positiv anzunehmenden Coefficienten: 


yı=arı + bzx;. Yı = CC, + dr; 


Li 





suecessive und abwechselnd die weiteren Substitutionen: 
ER n=—% 
ni, = 

anwendet, und hierbei für die Zahlen p die Theilnenner nimmt, welche bei 

der Entwickelung von 4 in einen Kettenbruch mit den Zählern: —1 auftreten. 


so redueirt sich hierdurch schliesslich in der Reihe der neuen Coefficienten 
b einer auf Null. Ist ad—be=1. so werden hiernach die zugehörigen Co- 
effiecienten a und d gleich Eins, und eine Folge von drei ferneren Transfor- 
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mationen der obigen Art bringt auch den Coeflicienten e auf Null. Da über- 
dies eine Folge von Substitutionen der ersten Art jede zulässige Zeichenänderung 
der Coefficienten bewirkt und die der zweiten Art ollenbar aus solehen zu- 
sammengeselzt werden können, in denen p=1 ist. so ergiebt sich. dass jedes 
sanzzahlige Substitulionssystem zweiter Ordnung mit der Determinante 1 aus 
den beiden elementaren Systemen: 

0. —1 I. 1 

| und 

ae 0.1 
zusammengesetzt werden kann. Die Zusammensetzung von Systemen ist dabei 
steis in der Weise zu nehmen. wie sich dieselbe durch successive Trans- 
formation der Variabeln ergiebt. so dass ein aus der Aufeinanderfolge von 
Systemen a, und b,, entstehendes System ec, durch die Gleichung: 


6: u Bach, 
bestimmt wird. — Da der angegebene, mit dem Kettenbruchsverfahren über- 
einsiimmende Process der allmäligen Verkleinerung zweier ganzzahliger Ele- 
mente einer Horizontalreihe ohne Weiteres auf ein beliebiges ganzzahliges 
Substitutionssystem 2" Ordnung angewendet werden kann, so siehl man, dass 
auf diese Weise zuvörderst nach einander die zur Rechten der IHauptdiagonale 
stehenden Glieder der ersten. zweiten. dritten ete. Horizontalreihe und. falls 
die Determinante gleich Eins ist. alsdann auch die auf der linken Seite be- 
findlichen Glieder auf Null redueirt werden können. Die Zahl der hierzu nur 
erforderlichen elementaren Systeme ist genau gleich », und zwar kann man 
dazu diejenigen wählen. welche durch die folgenden Transformationen der 
Variabeln bezeichnet sind: 
I. 41=-2%. & =%, und wen i>k:z=e,, 
wo nach einander k= 2.3. ...» zu setzen ist: 
2. 9, = 54%. und wenn i>1:2,=:. 

Jedes ganzzahlige Substitutionssystem z'" Ordnung mit der Determinante Eins 
kann also als eine Aufeinanderfolge der angegebenen » elementaren Systeme 
betrachtet werden, und diese Zerlegung beliebiger Systeme in elementare, 
welche übrigens in gewisser Hinsicht eine bestimmte ist, hat auch für die 
arithmetische Theorie der Formen ihre besondere Bedeutung. 

Um nunmehr zu der analogen Zerlegung der obigen Substitutionssysteme 


m in elementare überzugehen, bemerke ich zuvörderst, dass jede Transfor- 


mation einer Summe von Formen: &,%,..— %,.,9, in sich selbst aus denjenigen 
=” 

















284 Kronecker, über bilineare Formen. 







sich zusammensetzen lassen muss, welche eine dieser Formen in sich selbsi 
und aus denjenigen, welche sie in eine der übrigen verwandelt. Demgemäss 
ergeben sich mit Rücksicht auf obige Ausführungen zwei elementare Trans- 
[ormationen der ersteren und » der letzteren Art, nämlich: 


Il. 1) =, Lu ZB, rn 
wo nach einander 2. 3. ... » für k zu selzen ist; 
ll. 2) Li; — C, a 7 c, + 9 IL), —- C+ I. l» 


tlierbei sind der Einfachheit wegen überall diejenigen x weggelassen 
worden, welche den entsprechenden x’ gleich zu setzen sind. — Es lässt sich 
nun in der That jede beliebige ganzzahlige Transformation der Form: Fe, 2, Yur. 
in sich selbst in eine Folge der angegebenen (»—+?2) elementaren Transior- 
mationen zerlegen. und die zu dieser Zerlegung erforderliche Reduction eines 
beliebigen ganzzahligen Systems m mit der Determinante Eins kann in Tol- 
vender Weise bewirkt werden: 

Erstens sind mit Hülfe der elementaren Substitutionen nach der oben 
anzegebenen Methode diejenigen Glieder m,, zu vernichten. in welchen s >r 
ist. sowie diejenigen Glieder m,,.,, in welchen s — r ist, wobei die Indices 
r und s siels nicht grösser als » zu nehmen sind. Alsdann sind vermöge 
der Eigenschaften der Zahlen m nothwendig sämmtliche Glieder m,,,, gleich 
Null. und also die Zahlen »,, sämmtlich eleich Eins. — Zweitens sind 


hierauf die Glieder m,,, für welche r >s ist, auf Null zu redueiren, und es 


verschwinden in Folge dessen von selbst die Glieder m,,,,.., für welche r 
und s verschieden sind, während die Zahlen m,.,..„ = 1 werden. — Drit- 


iens sind endlich nunmehr auch die noch übrigen Glieder m,,,., mit Hülfe 
der elementaren Substitutionen zu vernichten, so dass nur die Zahlen m;;, 
welche sämmtlich gleich Eins sind. übrig bleiben. 

\enn die Determinante der Zahien m,. von Eins verschieden ist, so 
treten bei der angegebenen Reduction mittelst elementarer Systeme in den 
Diagonalgliedern — statt der Zahl Eins — Theiler der Determinante auf, 
und es lassen sich hiernach nicht mehr sämmtliche ausserhalb der Diagonale 
stehenden Glieder auf Null redueiren. Aber man erhält durch dieses Verfahren 
die sämmtlichen nicht äquivalenten Substitutionssysteme irgend einer von Eins 
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verschiedenen Determinante und die bezüglichen Resultate sind als Verall- 
semeinerungen derjenigen anzusehen, welche Herr Hermite in seiner Ab- 
handlung über die Transformation der Abelschen Functionen für den Fall »—2 
gegeben hat. 


Ich habe den vorstehenden Ausführungen die Bemerkung hinzuzufügen. 
dass mir vor dem Abdruck des obigen Auszuges aus meiner am 15. October 
gehaltenen Vorlesung. nämlich am 31. desselben Monats, das inzwischen er- 
schienene Werk von Ülebsch und Gordan über Abelsche Funetionen auf eülige 
Veranlassung der lierren Verfasser zugekommen ist. Die Entwickelunsen im 
$. 86 dieses Werkes, wo die Aufgabe alle ganzzahligen Systeme m aufzufinden 
behandelt wird. sind den meinieen analoge. wenn auch nicht bis zu denselben 
einfachsten Resultaten durchgeführt: sie stützen sich aber ebenfalls wesentlich auf 
das oben dargelegte Prineip der Reduetion beliebiger Substitulionssvstieme aul 
elementare. und es wird dabei die Idee einer solehen Reduelion als mir an- 
sehörig in einer Note bezeichnet. deren etwas unbestimmte Fassung mich zu 
einer Darlegung des Sachverhältnisses veranlasst. In der That habe ich bereits 
vor acht Jahren das Problem, die sämmtlichen ganzzahligen Systeme m dar- 
zustellen. durch die obige Methode eelöst und eine vollständige schriftliche 
Auseinandersetzune derselben im Februar 18559 meinem Freunde Weierstrass 
übergeben. welcher sie bei einer damaligen Bearbeitung seiner Theorie der 
alloemeinen Abelschen Funelionen benutzen wollte. Die Methode ist überdies 
durch private Mittheilungen so wie durch meine an der Universität gehaltenen 
Vorlesungen seit Jahren mehrfach bekannt geworden. Indessen könnte jene 
Note in dem Werke von Ülebseh und Gordan sich auch auf unmittelbare münd- 
liche Mittheilungen beziehen. welche ich über die Reduction der Systeme und 


deren Anwendung auf die Transformation Abelscher Functionen Herrn Gordan 


bei seiner vorjährigen Anwesenheit in Berlin gemacht habe. 

























Ueber eine "Transformation der hydrodynamischen 
Gleichungen. 
(Von Herrn H. Weber ın Heidelberg.) 


E: ist seit den Untersuchungen Dirichlets hinlänglich bekannt. welchen 
Vorzug die sogenannte Lagrangesche *) Form der Gieichungen der Hydrodynamik 
vor der Eulerschen Form voraus hat, dass nämlich das Gebiet der unabhän- 
siegen Variablen bei der ersteren ein für allemal gegeben ist. während in der 
zweiten Form dieses (rebiet wenigstens in den meisten Fällen erst von den 
zu suchenden unbekannten Grössen abhängt. Daher übersteigt die Behandlung 
der Eulerschen Gleichungen in allen den Fällen, wo die äussere Gestalt der 
(lüssigen bewegten Masse nicht ungeändert bleibt, oder sich dieselbe nich! 
allerseits ins Unendliche erstreckt, bei weitem die Kräfte der heutigen Ana- 
iysis,. mehr als dies bei den Lagrangeschen Gleichungen trotz ihrer ver- 
wickelteren Form der Fall ist. Dem ungeachtet ist die Zahl der Probleme. die 
bis jetzt auf Grund der Lagrangeschen Gleichungen gelöst worden sind, eine 
ungemein geringe, und selbst die allgemeine Theorie dieser Gleichungen schein! 
mir noch nicht die Höhe erreicht zu haben. deren sie fähig ist. So ist na- 
mentlich die Frage noch nicht beantwortet. welchen Nutzen man für die In- 
tegration der Lagrangeschen Gleichungen ziehen kann aus der Annahme eines 
(reschwindigkeilspotentials. eine Annahme, wodurch die Eulerschen Gleichun- 
ven so ausserordentlich vereinfacht werden. Da die Voraussetzung des Ge- 
schwindigkeitspotentials nicht bloss eine analylische. sondern eine physikalische 
Vereinfachung des Problems ist. so muss auch in der Lagrangeschen Form 
der Gleichungen durch dieselbe eine Erleichterung herbeigeführt werden. 

Ich werde im Folgenden eine Form der hydrodynamischen Gleichungen 
entwickeln, in der ihnen der wesentliche Vortheil der Eulerschen Gleichungen 
zukommt, nämlich dass die darin vorkommenden Differentialquotienten nur von 
der ersten Ordnung sind. und dass die Bedingung der Existenz eines Geschwin- 
digkeitspotentials sofort eingeführt werden kann. und zwar ohne die Zahl der 


*) Ich bediene mich der gewöhnlichen Bezeichnung wiewohl es mir nicht un- 
bekannt ist, dass, wie llerr Hankel bemerkt hat, beide Formen der hydrodvnamischen 
(tleichungen von Euler herrühren. 
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unbekannten Functionen und der Differentialgleichungen zu vermehren. Diese 
Gleichungen erster Ordnung haben zwar nicht die Einfachheit der Euwlerschen 
Gleichungen, besitzen aber gleichzeitig den Vortheil der Lagrangeschen Glei- 
chungen, nämlich dass das Gebiet der unabhängigen Veränderlichen unver- 


änderlich und gegeben ist. 


S. 1. 

Ich gehe von der bekannten Form der Lagrangeschen Gleichungen aus. 
Bezeichnen x y z die rechtwinkligen Coordinalen eines Flüssigkeitstheilchens. 
dessen Coordinaten beim Beginn der Bewegung a b e sind; bezeichnet ferner 
p den Druck, o die Dichtigkeit, V das Potential der wirkenden Kräfte, alles 


bezogen auf das Theilchen abe zur Zeit f, so sind diese Gleichungen folgende: 








oz 02 7 R :, RE: 5 BE: MORE} ; I op 0 

\ or? ca ' or oa "or oda ca 0 ca i 

1.) | co’ 08 oy oy , 0% © oV I op _ 0 
u ot ob + a a Tee ah! o ob . 
Oz 08 . o'y oy 0% 0 oV I op 0 

a sc "ar Ge Tar dc ae o 6e i 


Dazu konmt für incompressible Flüssigkeiten die Gleichung 


1 ea 

”. — | r ; > ——— 
oa ob 06 

er . 
und für Gase: 

gr N S 4 oz 0y 6%  °® 

m cz h r yaniigr Zr = — 
oa O b GG OÖ 


wo 9, die Dichtigkeit an der Stelle abe beim Anfang der Bewegung bedeutet. 
Für incompressible Flüssigkeiten ist o eine Constante, die — 1 gesetzt werden 
kann. während bei Gasen o als eine erfahrungsmässig bekannte Function von 
p zu betrachten ist, so dass die Anzahl der Gleichungen der Anzahl der zu 
bestimmenden Functionen in beiden Fällen gleich kommt. 
Ich schicke einige Betrachtungen über die Grenz- und Steligkeitsbe- 
S - 


dingungen voraus. welche erforderlich sind. um die unbekannten Functionen 


vollständig zu bestimmen. 

Die Ableitung der Gleichung (2.) und (2’.) setzt bekanntlich voraus. 
dass diejenigen Flüssigkeitstheilchen, welche zu irgend einer Zeit aul einer 
seschlossenen Fläche liegen, auch zu jeder anderen Zeit eine geschlossene 
Fläche bilden, und dass die Theilchen, welche innerhalb einer solchen Fläche 








288 





Weber, über die hydrodynamischen Gleichungen. 







liegen. auch beständig innerhalb derselben bleiben, woraus unmittelbar folgt. 
dass die Oberfläche der ganzen bewegten Flüssiekeit beständie von denselben 


Theilchen gebildet wird. Diese Bedingung lässt sich analvtisch so ausdrücken. 

























Fi 


dass x y = zu allen Zeiten einwerlhige, sletige und für endliche Werthe der 





ariablen endliche Funelionen von a b e sein müssen. innerhalb des diesen 


A 


\ariablen zukommenden Bereichs. und dass den Grössen a b e als Funetionen 





von x 9 z betrachtet. dieselben Eigenschaften zukommen müssen. 


Die leizteren dieser Bedingungen sind aber wegen der Gleichungen \2. 


oder 2.) Folgen der ersteren. wenn man noch die Bedingung hinzufügt, dass 


. ‘ . . . OL er 
auch die Geschwindiekeiten —.. ; 


ER ach 
ar für alle Zeiten endliche und stetiee 
( U ( , 


Funelionen von a b e sein sollen. 
ı> »# | ‘ . a pn » | r r 2 N . a) r m “ - ' uf 
Betrachtet man nämlich irgend zwei Funclionensysteme!: r yz. 2 y 2. 


welche sich auf zwei verschiedene Werlhe von # beziehen. und beide endliche 
ind stetige Funclionen von a b e sind. so müssen auch die &’ y' z endliche 
und stelige Funelionen der xyz sein und umgekehrt, mithin auch a be endliche 
und stetige Funelionen von @ y 2. Denn bildet man die Differentialquotienten 


aus den Gleichuneen: 


Ay! Aryl Ip Ip n Il m 
oqa oA 2: 0% oy ,„ 04 0% 


od oz 0a oy ca a da 


so erhalten die Aullösungen den Nenner X + —- —- —-. welcher jedenfalls 
oa ob ot 
nicht verschwinden kann. da auch bei Gasen die Dichtigkeit nicht unendlich 
N er , ox' or 
und nicht Null werden kann. Die Differentialquotienten —., — 
o cy 


nach alle endlich und mithin die Funetionen x’ y' 2 in Bezug auf x y z endlich 
und stetig. 


sind SOo- 


Um den Nachweis zu führen, dass unter der Voraussetzung, dass x y z 
zu allen Zeiten einwerthigee Funelionen von a be sind. auch nicht zwei Theil- 
chen. welche zu einer Zeit verschiedene Coordinaten haben, zu einer anderen 
Zeit dieselben Coordinalen haben können, betrachten wir zwei Flüssigkeits- 
theilchen, welche zur Zeit i respeclive die Coordinaten x y 2, x y = haben 


mögen, und setzen voraus, dass x von x’, y von y', z von z nur unendlich 


wenio verschieden sel. Wenn nun diese beiden Theilchen nach Verlauf des 
Zeitelements dt dieselben Coordinaten hätten, so müsste sein: 
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{ M\ N d(2 — a) 
I | ee — 
+ = 0, 
n\ Iy— y’ 
y-y)+ Lat = 0, 
lt 
la —z 
DT Wei Ge 
\ J I dit dt - (. 


Wegen der vorausgeselzten Stetigkeit können die Theilchen zyz, cyz auch 
beim Beginn der Bewegung nur unendlich wenig von einander entfernt ve- 
wesen sein. Bezeichnet man also die Unterschiede der Anfaneswerlhe der 
Coordinaten mit da, db, de, so lässt sich immer eine unendlich kleine Grösse 


e der Art bestimmen, dass 
da=e.u, db=eß, de=ey 


und dass die Grössen « 5 y jedenfalls nicht alle drei unendlich klein sind. 
Dann lassen sich die obigen Gleichungen so schreiben: 




















OXx er O2 „, 9 (| O°’x 2 dr) 

—0+-<-—- + —y = —- 1) 04 4 ——y — 

da "mt Dada ara m es 

2 N ‚ 2 [2 2 2 2 

Yy ,, U Ay %Y 2 AP. a 3 

7 [64 7 . P+ green Y = 15.2537 104 .. + z Id = &. 

oa ob cc vaoct obot ccdt) 

03 ı WO ar 20 ( 0% 0% 0% u 

a 20 v=—1—04 vd &. 

oa r ob ! oe dad "98 bot P ocoöt A 
2 r i 0x oy 02 j j 1 
Sind nun die Funetionen 79 Zr? ar zu allen Zeiten stetige und endliche 


Functionen von ab ec, so sind die &, & &, unendlich kleine Grössen von der 
Ordnung dt, und wenn man die vorstehenden Gleichungen in Bezug auf die 
auf der linken Seite stehenden & 5 y auflöst, so ergeben sich diese, da die De- 
terminante nicht verschwinden kann, gleichfalls als unendlich kleine Grössen 
von der Ordnung dt, was gegen die Voraussetzung 

Wegen der Stetigkeit können auch nicht Theilchen zusammenfallen. 
welche unmittelbar vorher durch eine endliche Strecke getrennt waren. Dem- 


nach reduciren sich die Stetigkeitsbedingungen auf folgende: die Coordinaten 


dx dy ds 


xy z und die Geschwindigkeiten — » 7,» 7, Müssen für alle Werthe von / ein- 


werthige, stetige und für endliche Werthe der Variablen endliche Functionen 


von a b e sein. 
Dazu tritt noch die eine Bedingung, dass entweder der Druck zu allen 
Zeiten eine stetige Function des Ortes ist, oder dass die Geschwindigkeiten 
stetige Functionen der Zeit sind; von diesen beiden letzteren Bedingungen ist 
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weoen der Gleichungen (1.) unter der Voraussetzung steliger Kräfte die eine 
eine Folge der andern. 
Dazu kommen noch die Bedingungen des Anfangszustandes und der 


Grenzen. Die ersieren sind einfach die. dass zur Zett=0, z=a, y=b, 


da dy dz „. 
de mr 5 für {=0 be- 


liebig gegebene Funetionen %,. ©, ©, von a b ce werden, welche bei incom- 





ze sein muss, und dass die Geschwindigkeiten 


pressiblen Flüssigkeiten der Bedingung genügen müssen: 
ou, | vd | Du 


—-. — 0 
I y .. . 


od ob OC 


Die Bedingungen. die während der ganzen Dauer der Bewegung an der Grenze 
erfüllt sein müssen. sind je nach der speciellen Natur des Problems sehr ver- 
schieden. Ist z. B. die ganze Oberfläche einer incompressiblen Flüssigkeit frei 
beweglich. so ist weiter nichts erforderlich, als dass an der ganzen Oberfläche 
der Druck gegeben ist. Ist ein Theil der Oberfläche von festen oder bewegten 
Wänden gebildet. so müssen. der gewöhnlichen Annahme zufolge, die Theilchen, 
welche zu Anfang der Wand angehörten, während der ganzen Bewegung mit der 
Wand in Berührung bleiben, während an dem freien Theil der Oberfläche wieder 
ler Druck gegeben sein muss. Aus physikalischen Gründen ist anzunehmen, dass 
lurch diese Bedingungen die Bewegung eine vollständig gegebene ist. Der Nach- 


Er 


weis aber, dass auch malhemalisch durch diese Bedingungen das Problem der In- 


tegralion der Gleichungen ein völlig eindeuliges ist, dürfte ziemlich schwierig sein. 


$. 2. 

Um nun die oben erwähnte Transformation der hydrodynamischen Glei- 
chungen auf Differentialgleichungen der ersten Ordnung durchzuführen, multi- 
plieirt man die Gleichungen (1.) mit dt und integrirt dieselben zwischen den 
Grenzen O und f. Wendet man dann auf die drei ersten Glieder jeder dieser 
Gleichungen eine theilweise Integration an, welche wegen der vorausgesetzten 
Stetigkeitsbedingungen statthaft ist, und beachtet man, dass man für die untere 
Grenze {=Ö hat: 


1, 
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so erhält man ohne Schwieriekeiten: 


02 02, um, % ce} 
_— — + —— 4 — U, 
| ot oa Ort da oa 
q ox 02 oy 0y , © 03 0) 
a He u, 
ot ob ot ob ot ob ob 
| öa Or oy oy 02 072 ar 
_— _—- — -— 0, 
ot 0C ot 0% ol ct ot 


worin zur Abkürzung gesetzt ist: 


= ir fer 2 (( ol \ot ) "\at/’/NN dt 


Wenn man nun 4 als eine neue abhängige Variable ansieht. so bilden 





die Gleichungen (3.) ein System partieller Differentialgleichungen erster Ord- 


nung. welche in Verbindung mit der Gleichung (2.) oder (2) und mit der 
neuen Gleichung 


r ch e = ( \? oy 2? ı/ O2 \ 2) 
A. —— I de _—— -- Te ) + 9,3  — 
\ ’ cl . ) ol J ' ( ol ) \ 


der Zahl nach genügen, um die 2 Functionen: x y z 4 p zu bestimmen. 


‘dp 
da ar als eine durch die Erfahrung gegebene Function von p zu betrachten 


pP 


1) 


ist, welche im Fall einer incompressiblen Flüssigkeit, wo o constant ist. in 





übergeht. so dass, wenn man 9=1 setzt, die Gleichung (4.) für diesen Fall wird: 


; oA oh; oOy \’ 03 \’ 
(4.') ee - I—p+4 (= ) 4 -(< 4) + —-) N. 
Die Function A muss die Bedingung des Anfangszustandes erfüllen. dass 
für 2=0. = 0 werde. was unmittelbar aus der Definition von 4 hervorgeht. | 
während die Bedingungen des Anfangszustandes für die Geschwindigkeiten 
ox 0y 02 


az vom selbst erfüllt sind. wenn die Functionen x y z A p die Glei- 





chungen (3.),. (4.) und die übrigen Bedingungen des Anfangszustandes be- 
friedigen. Die Gleichungen (3.), (4.) sind vollständig äquivalent mit den Glei- 
chungen (1.), denn wenn man aus den ersteren 4 durch Differentiation eliminirt. 
so gelangt man direct zu den Gleichungen (1.) zurück. 





S. 3. 


Durch diese Transformation sind nun die hydrodynamischen Gleichungen 
in der That auf Gleichungen der ersten Ordnung zurückgeführt. Allerdings 


ist dabei scheinbar die Zahl der unbekannten Functionen und der Differential- 
37 * 
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sleichungen um eins vermehrt. Beachtet man aber, dass bei den incompressiblen 
Flüssigkeiten die Function p in den Gleichungen (3.). (2.) gar nicht vorkommt, und 
dass selbst bei Gasen diese Function mittelst der Gleichung (4.) aus (2'.) eliminirt 
werden kann. so erkennt man, dass die Gleichungen (3.). (2.) oder (2’.) für 
sich integrirt werden können, und dass dann nachträglich die Function p aus 
der Gleichung (4.) bestimmt wird. In den Fällen, wo die Function p an 
einem Theil der Oberfläche oder an der ganzen Oberfläche gegeben ist, kann 
die Gleichung (4.) oder (4'.) unmittelbar auf den Theil der Grenze angewandt 
werden, wo p gegeben ist, und enthält dann nur noch die unbekannten Functionen 
x» y 3 und 4. Sie vertritt in diesen Fällen die Stelle einer Grenzbedingung 
für diese Funetionen und dient zur vollständigen Bestimmung derselben. Es 
ist also in der That. was die Integration anlangt,. die Anzahl der unbekannten 
Funelionen nicht vermehrt worden. 

In dieser Form der hydrodynamischen Gleichungen lässt sich nun leicht 
auch die Voraussetzung eines Geschwindigkeitspotentials einführen. 

Man hat nur anzunehmen, dass die Functionen «, ©, w, die partiellen 
Differentialquotienten einer Function « nach a b e sind. 

Man kann dann in den Gleichungen (3.) die Function « mit Zi ver- 
einigen, wodurch dieselben die Gestalt annehmen: 

















5 u un n 
x Or & oy oy |, 08 0% _ oh 
et da ot ca ' dt da da ? 
o2 02, u u, &%& oh 
ect ob oO ob ' ot ob ob ? 
ox 0x L oy oy , 6 © oh 
ot oc ot oc "Oö Sc ©e 


Die Function 4 ist dann so zu bestimmen, dass sie zur Zeit = 0 nich! 
verschwindet, sondern « wird. Dadurch sind also die Functionen «x, ©, 
aus den Differentialgleichungen entfernt und in die Bedingungen des Anfangs- 
zustandes verlegt, wodurch eine wesentliche Erleichterung des Problems der 
Integration der partiellen Differentialgleichungen herbeigeführt wird. 


Heidelberg, im October 1867. 
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Ueber Kegelschnitte, die einer gewissen Bedingung 
gsenugen. 
(Von Herrn @. Bauer in München.) 


Seien U=0 und V=0 die Gleichungen zweier Kegelschnitte. also 
U+4V=0 die Gleichung eines Kegelschnitts, der durch die Durchschnitts- 
punkte von U und V geht; sei ferner Öd die Discriminante von U+4V, so 
hat man 

d = A+i9+20'+2N. 
wo A, A’ die Disceriminanten von U und Y sind. ©, ©' aber Invarianten des 
Systems der beiden Kegelschnitte. Ist 


\ 


ÜU— \d, b, C, d, e, f) x, Y, 3) V = (a, b', c, d', ef ze. y. . 
A = abe +2def— ad’ — be’ — ef, N=ab’c-+-... 


7 /N 
BF N 


of 


— a (be—d’)+b'(ca—e‘)+c'(ab— f’)+2d'(ef—-ad)+2e'(fd— be) +2f'(de—ef). 








0 = 4 a u b - Feel 


l 


und ©’ ergiebt sich aus © durch Vertauschung der Coefficienten von U und I}. 

Wie Herr Salmon gezeigt hat, ist 9=0 die Bedingung. dass der Kegel- 
schnitt V einem zu U conjueirten Dreieck umschrieben ist. Dieselbe Bedingung 
O=0 ist auch erfüllt, wenn die Seiten eines zu V conjugirten Dreiecks den 
Kegelschnitt U berühren *). 

Da © vom ersten Grade ist in Bezug auf die Coefficienten von }, so 
giebt es in der Schaar von Kegelschnitten, welche durch vier Punkte gehen, 
nur einen Kegelschnitt W, der einem conjugirten Dreieck eines gegebenen 
Kegelschnitts S umschrieben ist. Betrachtet man die Schaar von Kegelschnitten. 
welche durch die Durchschnittspunkte von U und V gehen, so dass W von 
der Form U-+-4AV ist, und bezeichnet man mit O,,,, diejenige Invariante von 
W und S, in welche die Coefficienten von W im ersten, die von S im zweiten 
Grade eingehen, so ergiebt sich aus der Bedingung 9,,s=0, sogleich 

a Ou,s 
Or,s ’ 


und mithin ist die Gleichung des Kegelschnitts W, der einem zu 5 conjugirten 





*) Salmon, Conies übers. v. Fiedler. Note VI. 
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Dreieck umschrieben ist, 
1.) Is. U -OrsV=d. 

Die Gleichungen von U und V können unter die Form gebracht werden 

Ä z2)=(, 

wo 20. y=0, z=0 die Gleichungen der Seiten des Dreiecks sind, welches 

den Durchschnittspunkt der Diagonalen und die Durchschnittspunkte der Gegen- 

seiten des Vierecks (U, V) zu Ecken hat. Ist S ein demselben Viereck um- 

schriebener Kegelschnitt, und 


2. U=y—-z+ac—z)=(0, VY=y—z3’+a(r 


’ 





(3. Y—z+khle’—z:) = 0 
seine Gleichung. so ergiebt sich die Gleichung von W nach Entfernung des 


Factors (a —a)(1+?2%) in der Form 


x 


4.) W—-z+Kea-z) = 0, 


(2 = k) l; 


wo A=- 4+ 3); 
Während nun in der Schaar der Kegelschnitte U+4V jedem Kegelschnitte 
S ein Kegelschnitt W entspricht, entsprechen jedem Kegelschnitt W zwei Kegel- 


schnitte S, S,. welche conjugirte Dreiecke haben, die dem W eingeschrieben 





sind. Die Parameter k, k, derselben ergeben sich aus dem Werthe von K 


r hi IK I1ı wi 
(9.) h, \ — —(1+K)+j I+-K I K a 
dieselben sind mithin immer reell, wenn KÄ es ist; auch ersieht man, dass 
‚np - 2 k 
0.) MH, A ei Be 
en dern Re 1+ 2% 


Um nun die Gleichung der beiden Kegelschnitte S, S, zu finden, welche dem 
Kegelschnitt W entsprechen, ersetze man in Gleichung (1.) U durch S, so geht 
dieselbe. da 9,5 =3&A wird, wenn A die Discriminante von S bezeichnet, über in 
(.) 3A.1-09,5,85=0. 
Sind 7, S, W in der Form (2.),. (3.),. (4.) ausgedrückt, so wird 
3A.VY—-0.S = (@—k)(1+2%)W, 

wo A=—kÜl+k), 9=—(a+2k-+2a'k+h?). Setzt man in dieser Gleichung 
ih, statt 4%, so geht Sin S, über, während V und W ungeändert bleiben. Aus 
beiden Gleichungen ergiebt sich sodann, wenn man für k und %k, ihre Werthe 
in AK substituirt 


—3(d—- K)SS, = a.V’+B.2VW-+y.W°, 


Wo 
e=—9K(l14+K)=9V, wenn V die Discriminante von W, 
= 3(a+2K-+RaK+K’) = —30;, ,r, 

y=—3(K+2d+2aK+a”) = +30; ır 
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selunden wird. Es ist also allgemein die Gleichung der beiden Keeelschnitte 
S, S,. welche durch die Durchschnittspunkte von V und W gehen und con- 
jugirte Dreiecke haben, welche W inseribirt sind, 

8.) 3V.7?-9,»:2V.W+60, „. W’ 0. 
It V=0, d.h. zerfällt W in zwei Gerade A, B, so zerfällt die Gleichung 
S.) in die Gleichung W=0Ö und folgende 

(9.) 2 O0,» V/-Hw:-W =d0; 

einer der Kegelschnitte S, S, fällt also mit W zusammen, der andere, durch 
Gleichung (9.) dargestellt, ist derjenige Kegelschnitt, der durch die Durch- 
schnittspunkte von I mit A und D geht, und für welchen der Pol der einen 
Geraden auf der andern liegt. Ist die Gerade B die unendlich entfernte Gerade. 
so ist der Kegelschnitt (9.) mit V ähnlich und ähnlich liegend und hat die 
auf A fallende Sehne von V zum Durchmesser. 

Lässt man hingegen in (8.) V mit dem Kegelschnitt $ zusammenlallen. 
so wird Gyr = Os =0 und die Gleichung (8.) giebt sodann den Kegel- 
schnitt S, ausgedrückt durch S und W in der Form 

10.) 3VS-Osr:2W =d. 

Diese Gleichung giebt zu irgend einem Kegelschnitt S den entsprechen- 
den S, mit Hülfe des Kegelschnitts W, der durch Gleichung (7.) bestimm! 
ist. Man kann aber auch S, ohne Hülfe von W, unmittelbar in der Form 
S+4AV ausgedrückt erhalten. Man hat hierzu nur zu bemerken, dass. wenn 
Ss, =S+4JV ist, die Substitution von S-+4V an die Stelle von S die Gleichung 
(7.) des Kegelschnitts W nicht ändern darf. Durch diese Substitution wird 
aber Gleichung (7.) 

30V —I(S+IV) = 0, 
wo d, % das bedeuten, was A, O7; werden, wenn man S-+4AV statt S setzt. 
Die Vergleichung dieser Gleichung mit (7.) giebt 
35 —%#.4 3 
Bu 7‘ u 





Nun ist aber 
= A+9O.A+-O.K"+N.D, = 0+20 .2+3A. 1. 
Die Substitution dieser Werthe giebt für die Bestimmung von 4 die Gleichung 
.[2 (®—-3A0)+(090'—-9AA)A) = 0. 


Die Wurzel 4=0 entspricht dem Kegelschnitt S; die andere Wurzel ent- 
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spricht dem $,. Die gesuchte Gleichung von S, wird demnach 


11.) (09 -9AN)S-2(®-3A0)V = 0 





N. 2’ sind hier die Discriminanten von S und V; © und © stehen für 
O,; und Oyrs: 
Setzt man in dieser Gleichung W an die Stelle von V, so ist 9 =. 
seht in / über und man erhält die Gleichung (10.). 
Setzt man endlich in (11.) S, statt V, so muss, da die Gleichung sich 
auf S, = 0 reduciren soll. 


12.) 00'-9AA, = 0 
























A 


sein. wo 4A, die Diseriminante von S, ist, und 9, © für O,s., 9s,s, stehen. 
Dies ist mithin die Bedingung, dass zwei Kegelschnitte S, S, conjugirte Drei- 
ecke haben, welche demselben durch die Durchschnittspunkte von S und S$, 
vehenden Kegelschnitt eingeschrieben sind. 

Diese Bedingungsgleichung (12.) ergiebt sich auch sogleich aus Gleichung 
7.). wenn man darin S, statt V setzt und bemerkt, dass die Gleichung den- 
selben Kegelschnitt darstellt. wenn man S und $S, vertauscht. 

Als Beispiel seien die beiden Kreise 

z+y—Rme—K=0, H+y—2ma— = 0 
gegeben. welche die Axe der y zur Radikalaxe haben. Dieselben stehen 
in dem Verhältniss von S und $, zueinander, wenn mm, = 34°, da in diesem 
Falle 99 —-9AA, = (m—m, ) (mm, — 64°) gefunden wird. Der zugehörige 
Kegelschnitt W ergiebt sich sodann aus (7.) 
e+y+m+m)ce—k = 0. 

ein Kreis. dessen Lage zu den beiden ersten Kreisen ersichtlich ist. 
München, im Mai 1867. 
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(Second memboire.) 


(Par M. Camille Jordan & Paris.) 


Theorie des aspects retrogrades. 


u 
Generalites. 

Dans un precedent memoire, nous avons defini d’une maniere preeise 
les aspects, lant directs que retrogrades des polvedres. et nous avons assigene 
dans quelles eirconstances plusieurs des aspects directs que presente un m&me 
polvedre peuvent devenir semblables entre eux. Pour completer ceite theorie. 
il nous reste a trailer des aspects retrogrades, et a les comparer, soit entre 
eux. soit avec les aspects direels. 

La comparaison mutuelle des aspects retrogrades resulte immedialemen! 
de celle des aspects direets. En ellet. un seul aspeet, soit direcl. soit relro- 
orade. etant donne, suffit pour determiner l’enchainement des faces, el par 
suite tous les autres aspeels, tant direets que retrogrades. 

Cela pose, on voit aisement que la similitude de deux aspects direets 
enlraine celle des aspects retrogrades , correspondant aux memes sommets el 
aretes, et reciproquement. En ellet, soient par exemple A, A’ deux aspeels 
direets semblables entre eux. De l’aspeet A on deduira sans ambiguite laspecı 
reirograde A correspondant au meme sommet el a la meme arete: de laspeet 
A’ on deduira de la meme facon laspeet retrograde correspondant A’. Les 
deux aspects A, A‘, qui sont les donnees a partir desquelles se fait cette de- 
duetion. etant semblables, les resultats seront les memes de part et d’aulre. 
Les deux aspects A, A’ seront done semblables. 

Il ne reste done plus quä chercher dans quel cas un polyedre est tel 
que quelqu'un de ses aspects direeis A soit semblable a Iun de ses aspeets 
retrogrades A. Si celte eirconstance se presente,. soient e un element ou 
arete de ce polyedre: 7 l'element ou l’arete qui porte relativement A l’aspee! 
A le m&me numero que e dans laspeel A: nous dirons que y est Ühomologue 
inverse de ce relativement aux deux aspeels A et A. 
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Un element ou arete y est dit inwerse a un autre element ou arete e 


2) 


si l’on peut determiner deux aspects, l’un direct A, lautre retrograde A, re- 
Iativement auxquels 7 soit l’'homologue inverse de c. 

Si y est inverse a c, reciproquement ce sera inverse a y. En elffet, 
supposons que l'aspect A soit pris par rapport au sommet a et a larete ab; 
"aspeel A par rapport au sommel « et ä llarete a3. L’aspect direct A etant 
connu, on en deduira sans ambiguite llordre de succession des faces, et par 
suite laspect retrograde A, relatif a a et a ab, ainsi que le numero de e 
dans ce nouvel aspect. De meme, l'aspect retrograde A etant connu, on en 
deduira laspeet direct A, relatif a « et «5, et le numero de y sous ce dernier 
aspect. Les deux aspeets A et A sont semblables: d’ailleurs la deduetion se 
fera de meme dans l'un et lautre cas: car llaspect retrograde A devient, 
comme nous lavons vu dans le 1” memoire, un aspect direct pour un obser- 
vateur qui se placerait sur la surface inlerieure du polvedre. L’aspeet retrograde 
A, est done semblable a l'aspeet direet A,. et e est homologue inverse de y 
relativement ä ces deux aspects. 

Theoreme. Soient A et A deux aspects semblables, Fun direct, lautre 
retrograde, d'un meme polyedre: a un sommet queleonque de ce polyedre, ab 
une arcte qui y passe, ec une arete ou element quelcongne, a, 0/3, y les homo- 
loques inverses de a, ab, e par rapport aux aspects A et A. Laspect direct A, 
du polyedre relatif a a, ab, sera semblable a Taspeect retrograde A, relatif a «, 
0, et y sera [homologue inverse de e relativement a ces deux nouveaux aspects. 

En eflfet, l’aspect direet A etant connu. lenchainement des faces du 
polvedre sera completement determine. On en deduira done sans ambiguite, 
et Vaspeet direet A, relatif a a, ab, et le numero que portera e dans ce nouvel 
aspecl. De laspect retrograde A on deduira de la meme maniere et sans 
ambiguite l’aspect retrograde A, relatif a @. @/, et le numero que porlera y 
sous ce nouvel aspect. Les donneces a parlir desquelles se fait la deduction 
lant exaclement les memes de part et d’autre, les resultats devront eire les 
memes. Les deux aspeets A, et A, seront done semblables. et en oulre e 
el y y auront respeclivement les memes numeros. 

Ce Iheoreme fournit immediatement le corollaire suivant: 

Si um aspeet direct d'un polyedre est semblable a Tun de ses aspects 
retrogrades, chacun de ses aspects directs sera semblable a quelgu un des aspects 
retrogrades. 
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Theoreme. Deux elements ou aretes E, E', inverses a un troisieme 
E sont pareils entre eu«x. 

En elfet, comparons entre eux les aspects A, A relativement auxquels 
E est I’homologue inverse de E: soient «/ une arete quelconque du polyedre. 
ab larete dont a est Ihomologue inverse relativement aux deux aspeels A, 
A: l'aspect retrograde A, relatif a «, « est semblable a l’aspeet direel A, 
relatif a a, ab: et E est l’'homologue inverse de E relativement ä ces deux 
nouveaux aspecls. 

On voit de meme quil existe un aspeet direct A, semblable a l’aspect 
reirograde A, et tel que E soit Ihomologue inverse de E'. 

Les deux aspects A,. A,. tous deux semblables a A,. sont semblables 
entre eux. Diäailleurs E, E’ portent respectivement sous ces deux aspeels un 
meme numero, celui que porle E sous l’aspeet A,. E et E’ sont done pareils 
entre eux. | 

Theoreme. AReciproquement, si deux elements ou aretes E, E sont 
inverses (un de lautre, tout element ou arete pareil a E est inverse a E. 

En eilet soient @, a5 et a, ab les sommets et aretes par rapporl aux- 
quels sont pris les aspects A et A relativement auxquels E est I’homologue 
inverse de E. Si nous comparons entre eux les aspects B et BD’ relativemen! 
auxquels E’ est !’homologue de E, a et ab auront pour homologues un autre 
sommel el une aulre arcle a et ab’. Liaspect A’ relatif a a’ et ab’ doit 
ötre semblable a l’aspect A relatif a a et ab, et E’ sera l’homologue de E 


er 


relativement a ces deux aspeets (1 memoire). Les deux aspecels A et A 
seront done semblables,. et E inversement homologue de E’ relativement & 
ces aspeels: car les numeros quils v portent sont les memes, chacun d’eux 
elant le m&me que porte E dans laspect A. 

Corollaire. Tout element ou arete inverse a (un de ses homoloques 
est inverse a lmi-meme. 

Theoreme. Si un element E presente une symetrie de rotation d’ordre 
k, tout element E inverse a celui-la presentera egalement une symelrie de ro- 
tation doordre k. 

En effet, si l’element E est un sommet, il existe k aretes Ka, Eb, Ee, ... 
partant de ce point et relativement auxquelles l’aspeet du polyedre est le meme. 
Cela pose, comparons les deux aspects A et A relativement auxquels E a pour 
homologue inverse E: les aretes Ea, Eb, Ec auront respeclivement pour 


homologues inverses des aretes Ea, EP, Ey, ... issues de E: les aspects 
38 * 
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retrogrades respectivement relatifs a E et Ec, E et E/ etc. sont tous semblables 
entre eux: car ils sont respeclivement semblables aux aspects directs relatifs 
a E et Ea, a E et Eb etc. qui sont semblables entre eux, par hypothese. 
D’ailleurs les aspects direets respectivement relaliis a E et Eon, aE et Ep 
ete. se deduisent chacun sans ambiguite de l’aspect inverse correspondant. 
Ils sont done semblables entre eux, ce qui demontre le theoreme. 

Si l’element E est une face, les aspects relatifs a Ak arctes ab, cd, 
ete. bordant cette face, sont semblables entre eux. Si l'on compare entre eux 
les deux aspects A et A, ab, ed, ... auront respeclivement pour homologues 
inverses des aretes «9, 70, ... etc. bordant E: et les aspects retrogrades 
relatifs a ces dernieres areles, et par suite les aspects direets correspondants 
seront semblables entre eux. 

Theoreme. Si une arete ab presente la symetrie de retournement, 
son inverse a) presentera la meme symetrie. 

En elfet comparons entre eux les deux aspects A et A relativement 
auxquels «@? est I’homologue inverse de ab, « etant l’homologue inverse de 
a, el par suite 3 I'homologue inverse de b. Les deux aspects directs «, ab 
et b, ba relatifls a larete ab sont semblables par hypothese: les deux aspects 
relrogrades a, a et 9, Pa respectivement semblables aux precedents, seront 
semblables entre eux. Les aspects direets correspondants seront done evidemment 
aussi semblables entre eux. 

Theoreme. Si S est un sommet inverse a lui-meme, soit k Üordre 
de la symetrie par rotation que presente ce sommet: parmi les aretes et les faces 
qui se croisent en S, il en existe 2k qui sont inversement homologues a elles- 
mömes par rapport a des aspects relativement auxquels S est egalement inverse- 
ment homologue a lni- meme. 

Jieceiproquement, si 2h arctes ou faces, issues du sommet 5, jouissent 
de cette propriete, il y aura une rotation d’ordre k autour de 8. 

Soit en ellet Sa une arele arbitrairement choisie parmi celles qui sont 
issues du point 8. Imaginons, quun observaleur, situ sur celte arete, dans 
les environs du point S, se melte a tourner dans le sens direct aulour de ce 
point en cheminant sur la surface exterieure du polyedre; il traversera successive- 
ment les areles et les faces qui aboulissent en $S. Donnons le numero O0 a 
larete initiale Sa, le numero 1 a la premiere face que l’on traverse, le 
numero 2 Aa la seconde arelte, le numero 3 a la seconde face, etc. Les aretes 


successives auront ainsi la serie des numeros pairs, el les faces qui les separent, 
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la serie des numeros impairs. Enfin. si K est le nombre des aretes issues 
de S, la serie des numeros s’arreiera a 2K —1. le numero 2K relombant sur 
la 1°" arete, deja marquee du numero 0, le numero 2W--1 sur la 1” face. 
qui a deja le numero 1. etc. 

Soit Sb la premiere arete pareille a Sa que l’on rencontre en tournan! 


ieme 


autour de S; soit Zu son numero: Sb est la « arecle que Ion renconlire 
apres Sa dans ce mouvement de rotalion. Si l’on compare entre eux les 
deux aspects semblables respectivement relatils a SS, Sa et a Ss, Sb on voil 
que la premiere arte pareille a Sb (ou a Sa). que l’on rencontrera ensuile. 
sera la «"" a parlir de Sb, soit la 2“ a parlir de Sa; puis viendra la 
wo; partir de ceite derniere. qui sera la 3uw"" a partir de Sa, etc. On 
aura ainsi une succession daretes pareilles a Sa, et dont les numeros son! 
respeclivement ceux de la suite 
0 3 Tre | m 7 ve Te Te 7.7 

Le nombre u est un diviseur de K. En effet. posons K = mu --r. 
y etant un enlier inferieur A «. L’arete dont le numero est 2/m--N)u, ou 
en retranchant les multiples de 2K, 2(u—r), est pareille a Sa. Et celle arete 
serait, conlrairement a notre hypolhese. plus voisine de Sa que ne lest SD. 
si v netait pas nul. On a done simplement K == mu: d’ailleurs la serie (2 
contient m aretes distinctes pareilles a Sa 

0 Zu Au ... Zm-1)u. 
Le nombre de ces aretes etant %, par hypothese, on a m=k, doüu K= hu. 

Cela pose, comparons entre eux les deux aspects relativement auxquels 
S est suppose inversement homologue a lui-meme: l’arete Sa aura pour ho- 
mologue inverse une autre areie Se, egalement issue de S: soit 24 le numero 
de cette arele. Les % arcles issues de S et pareilles a celle-la seront celles 
dont les numeros appartiennent a la serie 

ZZ) 22 Zur Au ... nut ... elc. 

Soient Sd, SO deux aretes choisies arbilrairement I une dans la serie I, 
lautre dans la serie I’: 2nu et 2n’u-+2% leurs numeros respeclils. Il existe 
une face ou arete dont le numero est (n+n)u-+i: dest la (n"—n)u-+4 
que l’on rencontre apres Sd en lournant dans le sens direet aulour de S: ces! 


de meme la (»’—n»)u+7""" que l'on rencontre apres S0, en lournant dans 
le sens retrograde autour de S. L’aspect direct relatif a S, Sd etant semblable 
ä l’aspect retrograde relalif a S, SO, cette face ou arele sera inversemen! 


homolosue a elle-meme relativement A ces deux aspects. 
eo) 
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l,es entiers », »' etant arbitraires, on pourra donner successivement ä 


nn chacune des 2% valeurs O0, 1...p, ... 2k—1: on aura ainsi 2% faces 
ou areles essentiellement distinctes 
» u+A Qu+k...pu+k... (2k—1)u+% 
et dontchacune est inverse a elle-meme. 

Remarquons que ces faces ou aretes sont opposees deux a deux dans 
"angle polyedre S. En eflet, soit pu-+4 le numero de l’une d’entre elles: 
son opposee, ayant pour numero K-+pu+i=(p-+k)u-+N, fait partie de la 
suite 4, u+A... etc. 

Supposons reeiproquement que parmi les aretes ou faces aboutissant en 
‚il en existe 2% qui soient inverses a elles-mämes: il existera autour de S 
une syvmetrie de rotation d’ordre A. 


I 


En effet, numerotons comme precedemment les aretes et faces qui 


aboutissent en 5, en leur dennant la suite des numeros O0, 1.... 2hK—1. 


Soient n, m’, n"—' les numeros d’ordre des faces et areles qui sont in- 


verses a elles-memes, ranges par ordre de grandeur. Les differences suc- 
cessives de ces nombres 


4 Zi ! )k— ı 6 r 
n—n, n—n, . n—n""+RK 


sont en nombre 2% et leur somme est evidemment egale a 2K. L’une d’elles 
' u . 2K 
au moins est done e@vale ou inferieure A . 


a 2K h 
Soit done, par exemple, #—n= u — 57: el supposons en premier 
(SD 


lieu que l'un des deux numeros, » par exemple, represente une arete. Com- 
parons ensemble les deux aspects relativement auxquels la face ou arete x 
est inversement homologue a elle-mäme. L’arete dont le numero est n=n’—u 
des faces et aretes que l’on rencontre apres celle dont le numero 
est »', lorsque on tourne dans le sens retrograde autour de S, sera I’homologue 


etant la u" 


inverse dune aulre arele, qui sera la «“"" rencontree apres »’ en tournan! 
dans le sens direct, et dont le numero sera par suite »’+ u. L’aspect direct 
velatif a cette derniere arete sera semblable a l’aspect retrograde relatif a 
"arete »: dailleurs, par hypothese, ce dernier aspect est semblable a l’aspeect 
direet correspondant a la meme arete »: donc les aspects directs relatifs aux 
aretes dont les numeros sont respectivement » et W„+u=n-+2u, sont sem- 
blables entre eux. On en deduit successivement que les aspects directs relatifs 
ı toutes les areles de la serie 


n n+2u n+Au etc. 























Jordan, recherches sur les polyedres. 303 


sr BR 
— 2% 


au moins de celte serie seront incongrus par rapporl au module 2K. On aura 


sont semblables entre eux. Le nombre « etant les % premiers termes 
done une rotalion dun ordre au moins egal ä Ak. Mais cet ordre ne peut 
depasser %: car alors, d’apres la premiere partie de la d@monstralion. le nombre 
des faces ou aretes inverses a elles- m&emes surpasserail 2%. 

Supposons en second lieu que les deux numeros ». »' desienen! tous 
les deux des faces. F et F'. Comparons ensemble les deux aspeels relalive- 
ment auxquels F’ est inversement homologue a elle-meme: F elant la 
des faces et areles que l'on rencontre apres F’ en tournant dans le sens 
retrograde, sera l'homologue inverse d’une autre face F\,. qui sera la « 
que l’on rencontre apres F' en tournant dans le sens direet, et portera | 
numero n + u=n-+ 2u. 

Soient Sa, Sb les deux areles qui limitent la face F (Fig. 1). L’aret 
Sa portera le numero »-1. lardte Sb le numero »—1,. et leurs homologues 
inverses Sa, ,„ Sb,, qui bordent la face F,. porteront respectivement les numeros 
n+2u—1l, n+2u--1. L’aspect direct relatif a l’arete Sa, est semblable 
l'aspect relrograde relatif a son homologue inverse Sa. D’autre part, si nous 
comparons ensemble les deux aspects relalivement auxquels la face F est 
inversement homologue a elle- meme, les aretes Sa, Sb seront respeclivemen! 
homologues inverses [une de lautre: laspect direct relatif a Sb est done sem- 
blable a l’aspeet retrograde relalif a Sa, et par suite a l’aspeet direet relatif a 
Sa,. Les numeros de Sb, Sa, elant respectivement »—1, »—1--2u, on verra 


comme tout a l'heure que les aspects direets relatifs a toutes les aretes de la serie 


n—1 n—1-+2u n—1-+4u ... elc. 
vn 2hk Eu 
sont semblables entre eux. La quantite « elanl ii celte serie contiendra 
— 5 


au moins k termes differents. D’ailleurs elle ne peut en contenir davanlage: car 
alors le nombre des faces ou arcles inverses ä elles-memes depasserait 2%. 

On demontre d’une maniere analogue le theoreme suivant: 

Theoreme: Si F est une face inverse a elle-meme, soil k lordre de 
la symetrie par rotation que presente cette face: parmi les aretes et les sommelts 
situes sur le contour de F il en existe 2h qui sont inversement homoloques ü 
euc-memes par rapport a des aspects relativement auxquels F est inversement 
homologue a elle-meme. 

Reciproquement si 2h aretes ou sommets, situes sur le contour de KW, 


jJouissent de cette propriete, il y aura une rotation d’ordre k autour de F. 
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Soit en effet « un sommet arbitrairement choisi parmi ceux qui sont 
situes sur le contour de F. Imaginons qu un observateur d’abord place en ce 
sommet se mette A tourner dans le sens direct autour de F. Il rencontrera 
successivement les aretes et sommets qui bordent cette face. Donnons aux 


sommets successifs la suite des numeros pairs 0, 2, 4,...2K—2, aux aretes 
successives la suite des numeros impairs 1. 3. ... 2K—1, K designant le 


nombre des cötes de la face. Les numeros suivants 2K, 2K-+1, etc. re- 
tomberont sur les sommets et aretes deja marques des numeros 0, 1.... etc. 

Comparons entre eux les divers aspects relativement auxquels F est 
sa propre homologue: a aura pour homologues % sommets distinels situes sur 
le contour de F. Soit a, le premier de ces sommets que l’on rencontre apres 
a. 21: son numero. Comparons specialement entre eux les deux aspects re- 
lativement auxquels a, est homologue de «. La premiere arete ab, issue de 
a et bordant sur sa droite la face F a pour homologue a,b,. qui est issue 
de a,. et laisse egalement F a sa droite: 5 aura done pour homologue b;: 
be aura pour homologue b,e, ete.; a, aura done pour homologue un nouveau 
sommet a,. dont le numero d’ordre est 4u, etc. On aura ainsi une succession 
de sommets pareils a a, et dont les numeros sont ceux de la suite 

ZZ) 0 Zu 4u ... 2nu edc. 

On verra comme dans le theoreme precedent que lon a K=ku. 

Cela pose, comparons entire eux les deux aspects relativement auxquels 
F est inversement homologue a elle-meme. Le sommet a aura pour homologue 
inverse un autre sommet « @egalement situe sur le contour de F: soit 2% le 
numero d’ordre de ce nouveau sommelt. Les % sommets situes sur le contour 
de F et pareils a celui-la seront ceux dont les numeros apparliennent a la serie 

ZI) 9 Zur Au? ... mut 

Soient a,, @, deux sommels queleonques. pris arbitrairement lun dans 
la suite 5, lautre dans la suite 2°’: soient 2»ur, 2n’u +24 leurs num6eros 
respectils. Comparons entre eux les aspects relativement auxquels a, a pour 
homologue inverse «@,, F restant inversement homologue a elle- meme. 

Un observateur tournant dans le sens direct autour du sommet nu 
entre sur la face F en traversant larete 2» -+-1: il en sort au contraire en 
Iraversant larete 2nu —1. De meme un observateur tournant dans le sens 
’elrograde autour du sommel 2n’u--2) entre sur F en traversant l’arete 
Inu+2.—1 et en sort par TVarete Zn’ +24 --1. Liarete 2nu+1 a done 


pour homologue inverse larete 2r’u-+22—1. Son extremite 2»u +2 aura 
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done pour homologue inverse le sommet 2n’u +24 — 2, extremite de larete 
2nu+24—1. De meme larete 2nu+3 aura pour homologue inverse 
l’arete 2n’u+241— 3 ete. Done enfin larete ou sommet dont le numero est 
nu + (n—n)u+4=2nu+2,— In’—n)u+il = (n+m)u-+5 sera inversemen! 
homologue a lui -meme. 

Les enliers », » etant arbitraires, on pourra donner successivement ä 
n+n chacune des 2% valeurs OÖ, 1. ...p,... 2k—1. On aura ainsi 2% 
sommets ou arcles essentiellement distinets 

A u+k Zutl ... pu+ik ... (RAk—I1)u+r 
et dont chacun est inverse a lui-meme. 

Remarquons que ces sommels ou aretes sont opposes deux a deux dans 
le polygone F. En ellet. soit pu-% le numero de lun d’entre eux: son 
oppose. ayani pour numero K-+pu-+4=(p-+K)u--). fait parlie de la suite 
1, u+4... elc. 

Supposons reciproquement que parmi les sommels ou areles silues sur 
le contour de F il en existe 2% dont chacun soit inversement homolooue A 
lui-me&me relativement a des aspeels par rapport auxquels F soit egalemen! 
inversement homologue a elle-meme. Il existera autour de F une symelrie 
de rotation d’oordre #. 

En effet. numerotons comme precedemment les sommels et aretes du 
contour en leur donnant la suite des numeros OÖ. 1. ... 2K-—-1. Soien! 
n,n', .... »' les numeros d’ordre des sommets et ar@les qui sont inverses 
A eux-memes. ranges par ordre de grandeur. Les differences suecessives 
de ces nombres 


’ 


n—n "—n, ...  n-a"'+2K 


sont en nombre 2%, et leur somme est evidemment egale a 2K. L’une delles 





r . ur . . 2K 
au moins est done @egale ou inferieure A 
ir 
u } 2K. , 
Soit done, par exemple, mn —n = u 5, trois cas sont a distinguer: 
— 5 


1°. Si les deux numeros », n' designent des sommels, comparons 
ensemble les deux aspects relativement auxquels »' est inversement homologue 
a lui-meme. L’arete »’-+-1 par laquelle un observateur tournant dans le sens 
direct autour de »’ entre dans la face F aura pour homologue inverse l’arete 
»"—1 par laquelle ce meme observateur entre dans la face F en tournanl 
dans le sens retrograde. Le sommet »’-+2 aura pour homologue inverse le 
sommet rn’—?2 etc. Donc enfin le sommet » =n'—u sera l’homologue inverse 
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du sommet »’+ u, et larete » —u—1 sera l’'homologue inverse de l’arete 
n"+u-+1. 

L’aspect direct relatif au sommet »’-+u et a larete n +u-+1 sera 
done semblable ä l’aspeet retrograde relatif au sommet » —u et a larete 
„— u—1: mais ce dernier est semblable a l’aspeet direct relatif au sommet 
n"— u et a larete »’— u-+1, puisque nous supposons que le sommet »—u=n 
est inverse a lui-meme. Donc les aspects directs relatifs a n, n-+1 d’une part, 
el ä wm t-u—ntru, n+2u-+1 d’autre part, sont semblables entre eux. On 
en deduit successivement que les aspects directs relatifs a 


n et n+1l, »-+2u et n+2u+1l, n+4u et n+Au-1, etc. 


Ä ' 2K | | 
son! semblables entre eux. Le nombre «u etant —. Sp? les # premiers termes 


de cette serie seront differents par rapport au module 2K. Dailleurs la face 
F etant situee immediatemen! ä la droite de chacune des aretes »+1. » + 2u-+1 
etc. sera sa propre homologue sous tous ces aspects. Il existe done autour 
de cette face une symelrie de rolalion d’un ordre au moins egal a k: mais 
cet ordre ne peut depasser %; car, d’apres la premiere partie de la demonstration. 
le nombre des faces ou arctes inverses ä elles-memes depasserait 2%. 

2°.  Supposons en second lieu que l’un des deux numeros n, m’, m 
par exemple, represente une arete. Comparons entre eux les deux aspects 
relalivement auxquels »’ est sa propre homologue inverse: le sommet x +-1 
aura pour homologue inverse »’—1. En effet un observateur tournant dans 
le sens direet autour de »’+1 sort de la face F en traversant larete x’. 
Un observateur tournant dans le sens retrograde autour du sommet qui est 
Ihomologue inverse de »’+-1 doit donc sortir de la face F (inversement 


\ 





homologue a elle-meme) en traversant l’arete x’ (inversement homologue ä 


elle-meme). Ce sommet cherche n’est done pas »’—+1: c'est done ” —1. 

On deduit de la que "= — 2, nm’ —3, ... enfin »n = nr’ — u sont respeclive- 
ment les homologues inverses de » +2, »'-+3. ... n+u. La demonstration 
sacheve comme tout a l’heure. 


3. Supposons enfin que x, »', soient deux aretes. Comparons entre 





eux les deux aspects relativement auxquels »’ est sa propre homologue inverse: 
n—1|,n, n+1 seront respectivement les homologues inverses des sommets 
et aretes suivants: an +u+1l=n+2u+l, n+2u, a +2u—1. L’aspect direct 
relatif au sommet n+2u—1 et a larete a +2u est done semblable a l’aspeet 
relrograde relatif au sommet n-+1 et a l’arete ». Mais l’arete » elant inverse 
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a elle-meme, laspect retrograde relatif ä »+1 et » est semblable a l’aspeeı 
direet relatif a »-—-1. n. Ce dernier est done semblable a laspeet diree! 
relatif a »-+2u—1 et »n+2u. La demonstration stacheve encore comme dans 
le premier cas. 

Theoreme. Si um element jouissant d'une symetrie de rotation d’ordre 
k est inverse a lui-meme, on pourra determiner a partir de cet element k 
zönes distinctes formees chacune d’une suite de faces et daretes toutes inverses 
a elles-memes, qui se relient les unes aux aulres par des sommets et des aretes 
egalement inverses a euw-memes. 

Chacune de ces zönes fait le tour du polyedre, et le dieise en deux 
moities, inverses lune de lautre. et contenant chacune le möme nombre d’elements 
et d’areles. 

Supposons. pour Iixer les idees, que l’element eonsidere soil un somme! 
S (Fig. 2). Il existera 2% faces ou areles issues de ce point. el inverses A 
elles-memes. Soit BD une deelles choisie arbitrairement: nous supposerons 
encore. pour fixer les idees,. que D est une arete Sb. 

Comparons entre eux les deux aspects A et A lun direct, laulre re- 
trograde, relalivement auxquels Set 3 sont simullanement inversement homoloones 
a eux-memes. Liaulre extremile de BD, b est evidemment son propre homologue 
inverse. 

Le point b est le sommet dwun angle polyedre dans lequel il existera 
une face ou arele C, opposee a D, et qui sera evidemment sa propre homologue 
inverse. Car en designant par 2/ le nombre tolal des faces et ardtes qui 
se coupent en b, Ü est celle que l'on rencontre la K'ww° en tournant aultour 
du point b, soit dans le sens direct, soit dans le sens retrograde. a parlir 
de bS, qui est sa propre homologue inverse. 

Supposons que © soit une arete be: son extremite e sera sa propre 
homologue inverse, et le point ce est le sommet d’un angle polyedre dans 
lequel il existera une face ou arele D, opposce a Ü, et qui sera sa propre 
homologue inverse. 

Supposons celte fois que D soit une face. Les deux ardles co, co, 
qui la bordent. sont inversement homologues lune de lautre: car si lon 
designe par 2K le nombre total des areles et faces qui se coupent en e, cu 
est celle que l’on rencontre la K— 1" en tournant autour du point e dans 
le sens direct, ä parlir de cb: et ca est celle que l'on rencontre la K—1v"" 


en tournant dans le sens retrograde. L’arete c« ayant pour homologue inverse 
au” 
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ca’, @ aura pour homologue inverse «': larete suivante «3 parmi celles qui 
bordent D aura pour homologue inverse «'/: 5 aura pour homologue inverse 
3' ele. On arrivera enfin a un sommet ou a une arete unique d oppose a 
c, el qui sera son propre homologue inverse. 

Supposons. pour fixer les idees,. que d soit une arele mm: il existe 
une face E eontigu6 a D suivant larete d, et qui sera evidemment sa propre 
homologue inverse. puisque D et d sont chacune leur propre homologue inverse: 
d’ailleurs mm’ etant V’homologue inverse de m, Uhomologue inverse de my sera 
m'y', celui de y sera y' ele. On arrivera enfin a un sommet ou a une arete 
unique e, oppose a d, et qui sera son propre homologue inverse. 

Supposons celle fois que e soil un sommet: les deux aretes ey, ey, 
qui y aboulissent, sont homologues inverses l’une de lautre. Le point e est 
le sommet dwun angle polyedre dans lequel il existera une face ou arete F, 
opposee a E, et qui sera evidemment sa propre homologue inverse. Car en 
designant par 2K le nombre total des faces ei aretes qui se coupent en e, 
F est celle que l'on rencontre la K—1'm® en tournant autour de e, soit dans 
le sens direct, a parlir de ey, soit dans le sens retrograde, a partir de e&y', 
homologue inverse de ey. 

En poursuivant ainsi. on determine une chaine continue de faces et 
diareles BD, ©, D. E, F, ... dont chacune est sa propre homologue inverse, 
el qui se raltachent les unes aux autres par des sommets et aretes b, ce, d, e,.... 
dont chacun est egalement son homologue inverse. Une telle suite ne pouvant 
ötre illimitee, il faudra necessairement que l'on retombe au bout d’un certain 
temps sur les faces et ardtes deja trouvees. 

Supposons done qu'apres une suite de faces et d’aretes toutes differentes 
b,€c. D,E,F,... on arrive a une derniere face ou arete p a parlir de 
laquelle on retombe sur lune des precedentes. Ü’est necessairement sur B 
quon retombera. En effet. supposons qu'on retombe sur D. La face y doit 
se relier a la suivante D par un sommel ou une arele qui soit son propre 
homologue inverse. Mais parmi les sommets et aretes qui bordent D, deux 
seulement, e et d, sont inversement homologues a eux-memes. Üela pose, 
si p etait contigu& a D suivant llarete d, elle se confondrait avec E, con- 
trairement a notre hypothese. D’autre part y ne peut aboutir en ce: car parmi 
les faces et areles qui aboulissent en ec, D et Ü sont les seules inversement 
homologues a elles-memes: g devrait donc se confondre avec (, contrairement 
a notre hypothese. 
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Il resulte de la 1” que g se relie necessairement a la premiere arcte 
ou face b: 2” que la liaison se fait au sommet S, ce sommet elant le seul 
de B qui soit inversement homologue a Jui-meme (b exceple : 3° que  nest 
autre que la face ou arete opposee a B dans llangle polyedre S, cette derniere 
face ou arele etant la seule inversement homologue a elle-meme parmi toutes 
celles qui aboutissent en S: 4° et par consequent quen conlinuant Aa parlir 
de p la serie d’operations par laquelle on a determine successivement B, (., 
D. E. F,...g, on retombera sur la meme suite. Ces faces et arctes formen! 
done une zöne continue Z, ceignant le polyedre. 

Deux portions quelconques P et P’ de cette zöne ne peuvenl se Iraverser 
mutuellement: en elfet, cela ne pourrait se faire que de qualre manieres 
differentes: 

1°. Pet P’ auraient une face commune F, suivant laquelle se ferait 
lintersection. Cette hypothese doit etre rejetce, les faces el ardtes successives 
B,C, D, ... g devant etre essentiellement distinctes les unes des aulres. 

2°.  P contiendrait une arete mn (fie. 3). laquelle servirait d intersection 
entre deux faces conseeulives de P, Met N. Ce cas est impossible: car si bon 
compare entire eux les deux aspects A et! A, chacun des poinls m, n elanl 
son propre homologue inverse, la face M qui est la premiere rencontree par 
un observateur situe en mn et tournant dans le sens direct autour de », aurail 
pour homologue inverse la face situee de laulre cöte de larete mn, celte 
derniere face etant la premiere que rencontre un observaleur silue en mn el 
tournant autour de » dans le sens retrograde. La face M ne pourrait done 
elre sa propre homologue inverse, comme elle doit l'etre. 

3°. P’ eontiendrait une des aretes m» qui separent deux faces con- 
seeutives de P, M et N. Ce cas est evidemment identique au precedent. sauf 
le changement de P en P". 

4°. Enfin P et P’ se croiseraient (fig. 4) en un sommet 0, qui servirail 
a la fois de point de contact entre deux faces ou aretes successives de P, Hei \, 
et entre deux faces ou aretes successives de P', M' et N. Ce cas est im- 
possible encore: car nous avons vu que parmi toutes les faces el aretes abou- 
tissant en o, M et N sont les seules qui soient inversement homologues Aa 
elles-m&mes. M’ ne pourrait done etre sa propre homologue inverse, comme 
elle doit l'etre. 

La zöne Z, ne se coupant elle- meme nulle part, ainsi que nous venons 


de le demontrer, partage le polyedre en deux regions AR et A’ nettement dis- 











Ge 0 ie 

















































































310 Jordan, recherches sur les polyedres. 


Iinetes. La zöne Z etant sa propre homologue inverse, chacune des regions 
R. R' sera, ou sa propre homologue inverse, ou l’homologue inverse de l'autre 
region. Pour le decider. considerons une arete quelconque «/ parmi celles 
qui bordent la zöne Z, et son homologue inverse «'5' (fig. 5). Un observateur. 
tournant dans le sens direct aulour de «, sorlira de la region R en iraversant 
larcte «9 Au contraire. un observaleur tournant dans le sens retrograde 
aulour de «' sortira de la region AR’ en traversant llardte «'P’: done R’ est 
'homologue inverse de R. 

Chaque element ou arele de une des regions R, AR’ aura done dans 
l’autre region un homologue inverse essenliellement different de lui-meme. Les 
deux regions conliennent done le meme nombre de faces, areles et sommels. 

Nous avons vu que parmi les areles et faces qui se croisent en S, il 
ven a 24, opposees deux a deux, qui sont inverses a elles-memes. Chaque 
zöne contenant un couple daretes et faces opposees telles que B et y, on 
pourra determiner a parlir du pomt 5, k zönes dillerentes. 

le Iheoreme est done demontre dans toules ses parties. 

Nous avons suppose, pour fixer les idees, que l’element considere etait 
un sommel S. Le cas ou ce serail une face F ne peut plus presenter de 
diffieulte apres les developpements dans lesquels nous sommes entres. En ellet. 
il exisie sur le contour de F 2% sommels ou ardtes dont chacun est inverse a 
lui-meme, el qui sont opposes deux a deux. A parlir de chacun deux on 
pourra determiner de proche en proche daapres la methode ci-dessus decrite 
une suite de faces et daaretes formant une zöne, qui viendra rejoindre la face 
initiale F par le sommet ou l'arele oppose a celui duquel on est parti. 

Theoreme. Si une arete ab est inverse ü elle-meme, on pourra 
determiner a partır de cette arete une zöne analogue ü celle du theoreme 
precedent. 

Si larete ab presente en meme lemps une symetrie par retournement, 
on pourra determiner deux zönes distinctes a partir de cette arete. 

Comparons en ellet les deux aspects A et A relalivement auxquels ab 
est sa propre homologue inverse: deux cas pourront se presenler: 

I" cas. Chacun des points a, b est inversement homologue ä lui- 
meme. On pourra determiner une zöne Z a partir du point a et de l’arete 
ab (theoreme precedent). 

2eme cas. a est inversement homologue de b, et reciproquement. Soit 
F l'une des faces que borde l’arete ab. Elle est sa propre homologue inverse: 
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car c'est la premiere face que rencontre un observateur silue sur ab, soil 
quil tourne dans le sens direct autour de a, soit quil tourne dans le sens 
retrograde autour de b, homologue inverse de a. La face F etant sa propre 
homologue inverse, ainsi que l’arcte ab, on pourra determiner une zöne Z’ ä 
parlir de F et de ab (theoreme precedent). 

Ces deux zönes coexistent, si l’ardte ab presente une symelrie par re- 
tournement. Soient en ellet e et ed le sommet el l’arete relativement auxquels 
est pris l’aspect direct A. Prenons successivement les aspects direcis B, B' relatifs 
aael ab, b et ba. Ües deux aspects sont semblables par hypothese. Soien! 
respectivement ce’, c’d’ le sommet et l’arete homologues de ec. et cd relalive- 
ment aux aspects b et DB’. D’apres un theoreme demontre dans notre 1% me- 
moire, l'aspect A’ relatif a c’ et c’d’ est semblable a laspect A relatif a e, ed: 
et b, ba seront respectivement homologues de a et ab relativement aux deux 
aspects A et A". 

Cela pose, comparons successivement l'aspect retrograde A avec les 
deux aspects semblables A et A’. Dans chacune de ces comparaisons l'arete 
ab sera sa propre homologue inverse: si dailleurs a est homologue inverse 
de 5 dans l'une d’elles, il sera son propre homologue inverse dans l’aulre. ei 
reciproquement. Le theoreme est done demontre. 

Remarque. L’une des deux zönes, Z', contient les deux faces F, @ 
que separe larete ab, ce que ne fait pas lautre zöne Z. Pour distinguer 
"une de l’autre ces deux nalures de zönes. nous dirons que la zöne Z est 
transversale, et la zöne Z longitudinale a larete ab. 

Theoreme: Deux zönes quelconques Z, Z de la nature de celles que 
nous venons de determiner se coupent toujours muluellement au moins deux fois. 

En effet, la zöne Z partage le polvedre en deux regions R, R', qui 
doivent contenir chacune le m&eme nombre d’elements et daretes. Si la zöne 
Z etait contenue toute entiere dans lune de ces regions AR, elle partagerait 
le polyedre en deux regions R, et R, dont une contiendrait tous les elemenis 
el aretes de R’ et une partie de ceux de AR: et l’autre une partie seulemen! 
de ceux de R: les deux regions R, et AR, ne pourraient done renfermer le 
meme nombre d’elements et d’aretes, comme cela doit etre. 

D’ailleurs les zönes Z, Z’ elant des contours fermes se coupent ne- 
cessairement un nombre pair de fois. 

Cette intersection peut se faire. de trois manieres dillerenles,. comme 


nous l’avons deja vu. 
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1’. L/intersection se fait suivant une face F. commune aux deux zönes 
ea (lie. 6). 
2’. Elle se fait suivant une areie mn, a laquelle une des zönes Z 


est longitudinale, et l’autre transversale (fig. 7). 

3°. Elle se fait en un sommet © qui ser en m&me temps de point de 
contact entre deux faces ou areltes successives de Z, M et N, et entre deux 
faces ou areles successives de Z, M et N (fie. 8). 

Theoreme. Si k zönes distinctes se croisent en un meme sommet 6, 
ce sommel est doue d'une symetrie de rotation d’ordre k. 

Car il existe 2% faces ou areles, passant par ce point, et qui sont in- 
verses a elles- memes. 

Theoreme. 8: k zönes distinctes se croisent en aboutissant toutes 
ia une face commune F, cette face est douece d’une symetrie de rotation 
dordre k. 

Car cette face se ratlache aux deux faces voisines de chacune des 
 zönes par des sommels ou aretes dont chacun est inverse a lui-meme. el 
dont le nombre total est 2%. 

Theoreme. 8 deux zönes se croisent suiwant une arele ab, cette 
arcte est douce de la symetrie de retournement. 

in elfet, comparons entre eux les deux aspects relativement auxquels 
Z est inversement homologue a elle-meme: a et ab sont leurs propres homo- 
logues inverses. L’aspeet direct relatif a a, ab est done semblable a l’aspect 
relrograde correspondant. CGomparons dautre part les deux aspects relative- 
ment auxquels Z’ est sa propre homologue inverse: a et b sont reciproquemen! 
homologues inverses lun de l’autre. L’aspeect direct relatif a b, ba est donc 
semblable ä l’aspeet retrograde relatif a a, ab, et par suite a l’aspect direct 
correspondant. Il y a done symetrie de retournement. 

Il est dailleurs evident qu'il ne peut se couper plus de deux zönes 
suivant une arete donnee. Car pour qu’une zöne contienne ab, il faut evidemment 
1’ ou quelle contienne une des faces que cette arele separe, et qu'ainsi elle 
coupe Z suivant une face, et non suivant une simple arete, 2° ou quelle ren- 
ferme l'une des aretes ou faces qui se coupent en a. Cette arete ou face 
devant etre opposee A l’arete ab, appartiendra a Z, avec laquelle la zöne cherchee 
se confondra dans son entier. 

Theoreme. Si lon trace sur le polyedre toutes les zönes possibles 
IL, bi, ... elles diviseront la surface du polyedre en une serie de regions 
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R, R',.... ete. Deux regions contiguös quelconques R et R', sont inverses 
Vune de lautre. 

Soient Z la zöne qui separe R de R’, A et A les aspeeis relativemen! 
auxquels les elements et aretes de Z sont chacun son propre homologue in- 
verse. Tout element ou arte inverse a lui-m&me aura pour homologue inverse 
un autre element ou arete jouissant de cette m&me propriete. Le systeme des 
zönes Z, Z,. ... formees par les elements et aretes de cette nature sera done 
son propre homologue inverse. Chaque region AR comprise entre ces zönes 
aura done pour homologue inverse une region de me&me nature. 

Cette homologue inverse sera preeisement AR’: car soient ab une arele 
queleconque de Z prise dans la parlie de celte zöne qui separe R de R', «7 
son homologue inverse (fig. 9). Un observateur tournant dans le sens direc! 
autour de «a sortira de R en franchissant l’arete ab. De möme un observaleur 
tournant dans le sens retrograde autour de « sortira de R’ en franchissanı 
larete @&?. Done R’ est homologue inverse de R. 

Corollaire. Deux regions conligu6es a une Iroisieme sont pareilles 
entre elles comme inverses a une m@me region. La serie R, R',... ne con- 
tient done que deux especes differentes de regions, inverses lune de l'auire. 


II’. 
Solution du probleme. 


Nous allons appliquer les theoremes precedents a la solution generale 
du probleme que nous nous sommes pose plus haut. Nous traiterons suc- 
cessivement des diverses elasses de polyedres que nous avons distinguces dans 
notre premier memoire. 

[ere classe. 


Polye&dres dissym£triques. 


Supposons quun polyedre P, dont tous les aspects directs difleren! 
entre eux, presente deux aspects semblables A et A, l'un direct. l’autre reiro- 
grade. Deux cas pourront se presenter. 

1 cas. Il existe un element ou arete inverse ü lui-meme. 

On pourra delerminer a parlir de cet element ou de cette arele, une 
zöne Z, dont les elements et areles seront inverses a eux-memes. Elle par- 
tage le polyedre en deux regions R et R’: a chaque element ou arete de 
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une de ces regions correspond un element ou arete inverse dans l’autre 
region. Dailleurs a un element ou arete donne ne peut correspondre quun 
seul element ou arete inverse: car sil v en avait deux, ils seraient pareils 
entre eux. et le polyedre ne serait plus de la 1°e classe. Les elements et 
aretes de Z sont done les seuls qui soient inverses a eux—-memes. 

2ime cas. Il mezxiste aucun element ou arete inverse a lu-meme. 

A chaque sommet correspond un sommet inverse, et un seul. Soit «a 
"un de ceux dont la distance a son inverse «@ est un minimum d. Soient ], 
une ligne geodesique tracee entre a et «, „I son homologue inverse relative- 
ment aux deux aspects A et A. La ligne Z issue de a aboutit a un point 
 inverse de «a. Son inverse J/ issue de « aboutira done en un point a, 
inverse a @. Le point a &tant le seul qui soit inverse A «, „I aboutira ne- 
cessairement en «a. 

Soit a, b, e,.... la suite des sommets que l’on rencontre en parcourant 
a ligne Ldeaac: eo, P, Y, -.. la suite des sommets inverses des pre- 
cedents que l’on rencontre en parcourant la ligne / de « en a. La distance 
mutuelle de deux queleonques de ces sommets inverses sera precisement d. 
En effet, par hypothese, cette distance ne peut etre inferieure a Öd. D’autre 
part, soit e un quelconque de ces sommels, d sa distance a a. La distance 
aa est d—d, celle de « au point y inverse de ce est d: et la distance de e 
ay est au plus egale a la somme d de ces deux distances partielles. 

La longueur commune Öd des deux lignes L et A est > 1: car si l’on 
avait d—= 1, ces deux lignes se confondraient en une seule arete a«, qui serait 
inverse a elle-meme, contrairement a notre hypothese. D’autre part L, et A 
ne peuvent avoir aucun sommet commun. Supposons en effet qu'un sommet 
ce de L, situ&e a la distance d de a, coincidät avec un sommet de 4, situe ä 
la distance d’ de «. Le sommet y inverse de c, situe sur A a la distance d 
de «, serait a une distance de son inverse egale a +(d—d) et par suite in- 
lerieure ä Ö, contrairement a notre hypothese. 

Les lignes L et 4 forment ainsi un contour continu qui partage le 
polyedre en deux regions R et R’. Ces deux regions sont respectivement 
inverses lune de l'autre. En eflet, soit R celle de ces deux regions dans 
laquelle un observateur tournant dans le sens direct autour de a penetre en 
traversant l’arete ab: un observateur tournant dans le sens retrograde autour 
de « penetrera dans llautre region R’ au moment oü il traverse l’arete «a 
inverse de ab: la region R’ est donc l’inverse de la region AR. 
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La classe que nous venons de considerer fournit done deux types de 
polyedres. 

1e type. Il existe des elements et aretes inverses A eux-memes: 
ces elements et aretes sont tous situes sur une zöne Z qui fait le tour du 
polyedre et le partage en deux regions, inverses l’une de l’aulre. 

2eme type. Il n’existe ni element ni arete inverses ä eux-memes 
On peut tracer autour du polyedre un contour ferme inverse ä lui-meme. ei 


qui parlage le polyedre en deux regions inverses l’une de l’autre. 


2:me classe. 
Symetrie de rotatıon. 

On sait que les polyedres de cette classe presentent deux elements 5 
et T uniques chacun de son espece, les aulres, ainsi que les aretes, elant A fois 
repetes. L’element S presentant une symelrie par rolalion d’ordre k, il en sera 
de m&eme de son homologue inverse relativement aux deux aspects A et A: ce 
sera done ou S ou T: dailleurs les elements S et 7 n’etant pas pareils, ne 
peuvent &ire simultanement inverses a un m&me element S: on a done deux cas 
seulement a considerer, suivant que S est inverse a Jui-meme, ou inverse a T 

1° cas. Lielement S est inverse a lui-meme. Il existera k zönes 
partant de cet element. Deux quelconques de ces zönes doivent se croiser 
au moins une fois en dehors de S: et liintersection doit se faire, ou suivanl 
une arete qui presentera la symetrie de retournement,. ou suivant un elemen! 
qui presentera une symelrie de rotation. Or aucune arete n’offre la symetrie 
de retournement, et l’element T est le seul autour duquel il y ait svmeitrie 
de rotation. Donc les k zönes passeront par T. Il n’existera d’ailleurs aucune 
autre zöne: car elle devrait couper deux fois au moins chacune des autres: 
et ces interseclions ne pourraient avoir lieu, comme nous venons de le voir. 
qu’en S et T. Mais la symetrie de rotation dont ces points sont doues etan! 
d’ordre % seulement, il ne peut passer plus de % zönes en chacun deux. 

Les %k zönes ainsi determinees partagent le polyedre en 2% fuseaux. 


Yeme cas. Lielement S est inverse de T et reciproquement. Soien! 


I, une ligne geodesique arbitraire menee de Sa T; L, la»... da, les 4 
lignes pareilles issues de S; A, A,,...A,_, les k lignes inverses issues de T. 


On peut supposer que ces lignes ne se Iraversent mutuellement nulle pari 


En effet,. on sait (1° memoire), que deux quelconques des lignes 


L, L,, ... L,_, ne peuvent avoir aucun point commun aulre we Set T. 1 
40 * 
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en sera de meme des lignes A, A. ... A;_, qui sont egalement pareilles 
entre elles. Done trois quelconques des lignes L, ... L,_, A, ... A,_, ne 


peuvent se rencontrer toules en un m&me point: car sur ces trois lignes, 


deux au moins appartiendraient ou a la serie L, ... L,,, ou a la serie 
20 Aa 

Supposons maintenant que quelques unes des lignes L,... L,_, puissent 
rencontrer quelques unes des lignes A,... A,_,. Soit en particulier « le 
point de la ligne Z le plus rapproche de son milieu parmi ceux ou elle ren- 
contre les lignes A, ... -4,_, (fig. 10). Soient d la distance de Sa T, d 
la distance de # a S: on peut supposer d = Id: car, si l’on avait d> 4d, on 


naurait qua considerer, au lieu de l’element S, l’element T, dont la distance 
dd an serait <_ 40. Nous diviserons par la pensee la ligne ZL en trois 
troncons: le premier /, de longueur d, compris entre S et «a, le dernier /', 
de meme longueur, pris a partir de T: enfin un trongon median m, dont la 
Iongueur 0 —2d peut dailleurs se reduire aA zero. Soit maintenant -/ celle 
des lignes 4, ... 1,_, qui rencontre L, au point «. „I etant geodesique ainsi 
que Z, la distance de x a S sera la meme sur l'une ou l’autre de ces deux 
liones, et l’on pourra decomposer .T en trois trongons, Yun #, de longueur d, 
pris a partir de T, le dernier 4, de m&eme longueur, compris entre « et 8: 
enlin un troncon median 1. 

Considerons maintenant la ligne geodesique L formee de la succession 
des troncons 4, m. U’: elle se confond avec une de ses inverses dans chacun 
des deux trongons 4 et /. En eflfet, comparons ensemble les deux aspects 
relativement auxquels L a pour homologue inverse A. IL’, qui contient 7, 
dernier troncon de L, aura pour homologue inverse une liene .f', contenant 

dernier trongon de -/. D’autre part, Z/, dont le premier troncon # se con- 
fond avee le dernier Ironcon de son homologue inverse -T', sera elle- meme 
Ihomologue inverse dune autre ligne f, issue de 7, et dont le premier 


troncon devra se confondre avec le dernier de son homologue inverse 1. 


Chacune des lignes Z/, L,. ... L,_,. pareilles a Z, coincidera evidem- 
men! de meme avee quelqu une des lignes inverses l, A,,... I, dans 


chacun de ses troncons exiremes. On le voit immedialement en comparant 
entre eux les deux aspeels relalivement auxquels l’une d’elles, Z/, par exemple, 
est Uhomologue de 1. 

En dehors de ces coineidences, les ligenes I, ... A, ... A, | 


ne se rencontreront en aucun point. En effet ce point ne peut etre sur les 
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troncons extremes oü ces lienes sont deja confondues deux a deux: car on 
aurait trois lignes se coupant en un meme point, ce qui est impossible. 1 
ne peut eire non plus sur les trongons medians, qui sont les memes que ceux 
des lignes L,... 1,1» A,...-4,_,,. dont nous avons suppose que les troncons 
medians ne se rencontrent pas. 

Deux cas pourront iei se presenter: 

ler sous-cas. La ligne 1 se confond avec une de ses inrerses TI. 
dans toute son etendue. LGette ligne presente alors un sommel median ou une 
arele mediane, suivant que d est pair ou impair. Si l’on compare entre eux 
les deux aspects relativement auxquels cette ligne est sa propre homologue 
inverse. ce sommel ou cette arete sera eealement son propre homoloeue in- 
verse. Chacune des lignes L,. ... L,_, presentera de meme en son milieu 
un sommet ou une arete inverse a lui-meme. Par chacun de ces sommels 
ou arcles passera une zöne de la nature de celles que nous avons appris ä 
determiner. Toutes ces zönes se confondent en une seule Z passant par tous 
les sommels ou arcles medians. Car sil y en avail deux. elles se couperaien! 
necessairement suivant des areles qui presenteraient Ja symelrie de relourne- 
ment. ou suivant des elements doucs d’une symetrie de rolalion. Or d’une 
part il nexiste aucune arete douee de la symetrie de retournemen!, et d’aulre 
part nous avons suppose que les elements S et T, les seuls autour desquels 
ait lieu une symeltrie de rotalion, ne sont pas inverses a eux-memes. 

2:me sous-cas. La ligne I est distinete de L' dans toute son etendue. 


ou du moins sen separe anpres selre confondue arec elle sur une lonaueur d 
4 


Soit # le point ou les deux lignes se separent (fig. 11). Imaginons un ob- 
servaleur situe sur «8 dans le voisinage du point x, el se mellant a lourner 
dans le sens direct aulour de ce point: supposons, pour fixer les idees, «que 
parmi les deux lignes L et -f, L’ soit la premiere dont il rencontre le pro- 
longement. Soit Z, celle des lignes pareilles a L qu’on rencontre la premiere 
apres Z/ en tournant dans le sens direct autour de S: le fuseau F contenu 
entre ces deux ligenes renfermera en enlier la ligne -/, puisque celte ligne 
ne peut lraverser nulle par! ni L ni ZL. 

La liene -f', se confondant avec une de ses inverses / dans son 
premier troncon Su, devra egalement se conlondre avec une aulre de ses in- 
verses dans son dernier troncon Te. Cette aulre inverse ne pourra elre que 
l’une des deux lienes Z/, L, entre lesquelles „f est comprise. Dailleurs ce 


ne peut eire Z/. En eflet, supposons (fig. 12) que 1’, apres selre separee 
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de Z/. se reunisse de nouveau a celte ligne en e. Comparons ensemble les 
deux aspects relativement auxquels f' est homologue inverse de Z/; fl con- 
tenant le premier trongon Sa de L, aura reciproquement pour homologue in- 
verse une ligne pareille a Z/ et contenant le premier trongon Te de „T: ce 
sera done preeisement L'. Cela pose, L’ etant rencontree avant „7 par un ob- 
servateur tournant dans le sens direct autour de « a parlir de «S, son inverse 
A' devra etre rencontree avant L’', homologue inverse de A’, par un obser- 
valeur tournant dans le sens retrograde autour de © et a parlir de eT, resultat 
dont la vue de la figure montre l'absurdite. 

Le point » sera done situe sur la ligne /,, a la distance d du point 
T (fig. 11): et si l’on compare ensemble les deux aspects relalivement aux- 
quels -f' est I’homologue inverse de L’, !’homologue inverse de ./ sera L\, 
qui est rencontree apres -/, ainsi que cela doit @ire, par un observateur 
tournant dans le sens retrograde aultour de v a parlir de oT. 


La ligne .f' divise le fuseau F en deux regions g et 9, inverses l’une 


9, 
a lautre: car la region go comprise entre les lignes Z et -f a pour homologue 
inverse la region 0, comprise entre leurs homologues inverses „/ et 1. 
Aucun element ni arele nest inverse a lui-meme. En effet soit E un element 
ou arelte quelconque situe dans la region 0. La region o, contient un element 
ou arete E inverse a E: si E etail inverse a lui-meme il serait semblable 
a E: le meme fuseau F contiendrait done deux elements ou aretes pareils E 
et E. ce qui ne peut elre. 

Ja classe que nous venons de considerer fournit done trois types de 
polyedres: 

le type. Chacun des elements S et T est inverse a lui-meme. On 
peut lracer aulour du polyedre % zönes meridiennes, se coupant aux deux 
pöles S et T. 

2m type. S est linverse de T et reciproquement. Il existe des 
elements ou areles inverses a eux-memes, et formant autour du polvedre une 
zöne equatoriale. 

3m type. S est linverse de T et reciproquement. Il n’existe ni 
element ni arele inverse a lui-meme: A lignes geodesiques pareilles Z,... L,_ı, 
convenablement tracees entre S et T, decoupent la surface du polyedre en % 
[useaux pareils, parlages chacun en deux regions inverses l’une de l’autre par 


une des lignes A, ... -1,_, inverses de LU, ... L- 
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geme classe. 
Symetrie de rotation et retournement. 

Ce cas netant qu’un cas particulier du precedent, un peu modifie. se 
traite exactement de me&me. 

L’element autour duquel a lieu la rotation binaire, &tant le seul qui 
jouisse de cette propriele, sera necessairement son propre inverse. |]| part 
donc de cet element deux zönes meridiennes,. qui se croisent suivant larele 
a retournement. qui est egalement unique. L’une d’elles est transversale. 
autre longitudinale par rapport ä cette arete. 


4eme classe. 
Symetrie de retournement. 

Ce cas se traite encore exactement de meme que celui des polvyedres 
de la seconde classe. 

Si l'on designe par S et T les deux aretes a relournement. deux cas 
pourront se presenter: 

1er cas. Chacune des deux aretes S, T est sa propre inverse. || 
existe alors deux zönes meridiennes Z, Z’ se croisant suivant ces deux areles: 
et deux cas pourront se presenter: 1° Celui ou l'une des zönes Z est trans- 
versale aux deux aretes S et T, lautre Z’ etant longitudinale a toutes deux. 
2° Celui oü chacune des deux zönes Z, Z est transversale a [une des aretes 
S, T et longitudinale a l’autre. 

2eme cas. Liarete S est inverse de T et reciproquement.  Soien! 
/, Li. A, A, des lignes geodesiques tracees entre S et T de la maniere 
indiquee plus haut: on pourra disiinguer deux sous- cas. 

1 sous-cas. Si la ligne L’ se confond dans toute son elendue avec 
[une de ses inverses A’, il existe des elements ou areles inverses A euUX- 
memes et formant une zöne &quatoriale autour du polyedre. 

2eme sous cas. Si les lignes Z et I se separent en tout ou partie 
de leur etendue. il n’existe ni element ni arele inverse a lui-meme: et les 
deux lienes L’/, L, partagent le polyedre en deux regions pareilles. subdivisees 
chacune en deux rögions inverses l’une de l’autre par une des lignes -f, A,. 

On a done ici trois types de polyedres correspondant a ceux que fournit 
la seconde classe: et de plus le premier de ces types pourrait a la rigueur 
etre subdivise en deux sous-types,. comme nous l’avons indique. 
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yeme classe. 
Symetrie par rotation et renversement. 

On sait quil existe deux elements S et T pareils entre eux et doues 
d'une symetrie de rotation d’ordre k, et deux autres systemes remarquables, 
formes chacun de % elements pareils doues de rotation binaire, ou de % aretes 
parerlles, doueces de retournement. 

Nous laissons expressement ici de cöte le cas ou k=?2, que nous 
traiterons en meme temps que celui des polyedres de la 6"m® classe. 

Chacun des deux elements extremes. S et T, sera inverse a lui-meme. 
En effet. comparons ensemble un aspect direct quelconque et l’aspect retrograde 
qui Iui est semblable. L’homologue inverse de S, etant doue d’une symetrie 
de rotation d’oordre k, sera ou S lui-mäme, ou T. Mais meme dans ce dernier 
cas, S etant pareil a T, sera inverse a lui-meme. 

Il existe done k zönes passant par S, et k zönes passant par T: ces 
dernieres zönes se confondront toutes avec les premieres. Supposons en elle! 
que une des zönes passant par S, que nous designerons par Z, ne passe pas 
par T. Comparons entre eux les % aspects directs relativement auxquels 5 
est son propre homologue: Z aura successivement pour homologues les autres 
zönes Zi. » . . Zu, qui passent par S: aucune de ces zönes ne passera en 
T: car Z n’y passe pas. et T reste son propre homologue sous tous les aspects 
consideres. Comparons maintenant l’un des aspects precedents avec liun de 
ceux relalivement auxquels S est homologue de T, et r&ciproquement: les 
zönes Z, Zi, ... Z,_, auront pour homologues des zönes Z', ... Z,_,. passant 
par T et ne passant pas par S. Chacune de ces nouvelles zönes traverse 
chacune des zönes Z, ... Z,_, suivant deux elements ou aretes au moins. 
D’ailleurs tous ces elements ou aretes sont distinets: car si plus de deux zönes 
se eroisaient suivant un element, cet element presenterait une symetrie de 
rotalion plus que binaire,. ce qui ne peut etre. Le nombre des intersections 
distinctes serait done au moins egal a 24°: mais chacune d’elles doit cor- 
respondre a un element doue de rolation binaire,. ou A une arete douee de 
retournement: resultat absurde, puisque le nombre total de ces elements et 
areles est de 2% seulement. 

Deux cas pourront se presenter ici: 

1er cas. Parmi les 2k elements ou aretes remarquables, il n’en existe 


aucun qui soit situe sur les zönes Z, ... Z,_.. 
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Deux zönes quelconques se coupant toujours suivant des elements ou 


aretes remarquables, aucune des zönes Z, ... Z,_, ne pourra eire traversee 
par une autre zöne ailleurs quen S et T. Done 1° Les zönes Z, ... Z 


ne se traverseront muluellement nulle part ailleurs qu’en S ei T. 2° || n’ex- 
istera aucune aultre zöne Y dillerente de celles-la. Car celte zöne ne peut 
passer ni en S ni en T: car la rotation en chacun de ces points &tant d’ordre 
k, il n’y peut passer plus de k zönes. Y couperait done necessairemen! 
chacune des zönes Z, ... Z,_, en deux points, differenis de S et T, ce qui 
est impossible. 

Cela pose, considerons en partieulier une des zönes Z. Elle dessine 


aulour du polyedre un contour ferme. que les elements 5 et T qui v son! 


situes divisent en deux parties [ et T. Soient T l'une d’elles choisie a vo- 
lonte, [, Ss . . . I les demi-zönes successivement homologues de [ re- 
lativement a tous les aspects direets A, A,. ... A,_, par rapport auxquels 
chacun des elements 5, T est son propre homologue. Comparons maintenan! 
laspect A aux aspects directs semblables A, A,,... A,_, relalivement aux- 
quels T est I’'homologue de S et reciproquement: T aura pour homologues 
successives # demi-zönes nouvelles 7, 71» » . - 2741. (Ce nouveau systeme 


de k demi-zönes issues de T est essentiellement different du systeme [, {ı» ...; 
des demi-zönes issues de $S. Soit en effet 7—={,. Comparons entire eux 


les deux aspects A, et A. S y sera l’homologue de T, 7={L, reslant sa 


propre homologue. La premiere face ou arete de {, (en appelant ainsi celle 
qui touche a S) aura done pour homologue la derniere, qui touche a T: la 
seconde aura pour homologue l'avant derniere etc. Si le nombre des faces 
ou areles est impair, on aura une face ou arete mediane qui sera homologue 
a elle-meme: sil est pair, on aura finalement deux faces ou arcles homologues 
et se reunissant par un sommet ou une arele medians, qui sera son propre 
homologue. Dans lun et l’aulre cas, on aurait donc, conlrairement a notre 
supposilion, au milieu de la demi-zöne {,. un element doue de rotalion ou 
une arete douce de retournement. 

Les k demi-zönes £, £,,...&,_,. ne se Iraversant nulle part mutuelle- 
ment. decouperont la surface du polyedre en %k fuseaux. Les demi- zönes 
ns Mir * =. 2, Clant distinetes des premieres, et ne pouvant les traverser. 
chacune d’elles sera contenue dans un des fuseaux. D’ailleurs chaque fuseau 
en contiendra une. En effet supposons que les demi-zönes [, >» -- » Sı-ı 
soient ecrites dans l’ordre oü les rencontre un observateur tournant dans le 
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sens direct autour de S: comparons ensemble les aspects relativement auxquels 


is - 


2 a pour homologue llune quelconque d’entre elles,. {,: [, aura &videmmen! 
pour homologue Z,,, ele. Le fuseau F compris entre { et {, aura pour homo- 


Iogeue le fuseau F, compris entre [, et {,.ı. Les fuseaux F...F Fi 


sont done tous pareils entre eux: si done Fun deux, F par exemple. contient 
la demi-zöne »„, chacun deux contiendra une des demi-zönes pareilles 


BR RR RBE . 


! Ik— 
Les 2% demi-zönes S, - -. Sı-ıs Ds». . Nr, Jointes ensemble, repro- 
duiront dans leur entier les # zönes Z, .... Z,_ı; elles parlagent la surlace 


du polvedre en 24 regions, bordees chacune par deux demi-zönes pareilles 
AL, et qui sont issues lune de S, lautre de T. Parmi ces 2% regions. il y 
en a Z4 qui sont A la droite d’un observateur qui se mouvrait sur une quel- 
eonque des demi-zönes qui les bordent, en s’eloignant de l’element d’ou elle 
est issue. Les %k aulres regions resteraient a gauche de cet observateur. 
Chacun de ces syslemes de regions sera evidemment son propre homologue 
relativement a tous les aspects direets semblables entre eux. Chacun de ces 
systemes elant forme de A regions pareilles, et le nombre des aspects directs 
semblables a un aspee! donne etanl 2%, chaque region sera sa propre homo- 
iogue relalivement a deux de ces aspeels et conliendra ainsi ou un elemen! 
a rolalion binaire, ou une arete a relournement. D’ailleurs chaque region est 
inverse a celles qui lui sont conligues. 

Remarquons enfin que les deux systiemes d’elemenis ou dareles re- 
marquables etant inverses lun de l’autre, seront tous deux a la fois formes 
de sommels, ou de faces, ou d’aretes. 

zeme cas. Supposons mainlenant que parmi les 2k elements ou areltes 
remarquables, il y en ait un au moins, a, sur Fune des zönes Z, Z1.... Zu_ı: 
Admettons par exemple quil soit situe sur la demi-zöne T: il sera necessaire- 
ment situe au milieu de cette demi -zöne. 

I’. En eflfet. supposons en premier lieu que l’element remarquable 
dont il sapit soil un sommet. Soient F, @,... les faces et aretes successives 
de S par l'intermediaire desquelles « se trouve relie a S, FF. @,. ... celles 
par lesquelles il se trouve relie a T. Le sommei «a jouissant de la rotation 
binaire. le nombre des faces qui s’v croisent sera pair, et chacune de ces 
faces sera pareille a son opposee: de meme pour les aretes qui les separent. 

Si done nous comparons ensemble les deux aspects directs relativement 
auxquels a est son propre homologue, la face ou arete F aura pour homologue 
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son opposee F,: si le nombre des cötes de F est impair. larete be opposce 
a a dans F aura pour homologue une arelte b,e, opposöce A a dans F;: la 
face @, contigu@ A F suivant be, aura done pour homolog@ue @,. conliene A F, 
suivant d,c,. Si le nombre des cöles de F est pair, soient b le sommel On- 
pose a a, b, son homologue dans F,. La face ou arete suivanle @, oppose. 
a F dans langle polyedre b, aura pour homologue @,. opposce a F, dans 
langle polyedre b,. Done dans tous les cas @ aura pour homolooue G,. La 
face ou arete //, qui suil @, aura pour homologue H,. qui suil @,. ete. On 
arrivera enfin a une face ou arelte / aboulissant a 8. La face homoloone J 
aboutira necessairement a T., homolooue de S. Le nombre des faces FG... I 
comprises entre a et 5, est done egal au nombre des faces homologues F 
(1. ... J, comprises entre a et T, ce quil fallait demontrer. 

2°. En second lieu. si Velemen! remarquable, dont il sagit. est uns 
face a, soient F, @, ... les faces ou aretes successives qui la relient A 8. 
F,. @,. ... celles qui la relient a T. La face a jouissant de la rotation 
binaire. le nombre de ses cöles sera pair. et chaque cöte ou sommet sera 
pareil a son oppose. 


Comparons ensemble les deux aspects relativemen! auxquels a est sa 





propre homologue. F contigu& a a suivant be (fig. 13). ou opposce a a dans 
lanele polvedre d (lie. 14). aura pour homologue FF, contien& a a suivanı 
larete b,e,. opposce et homologue a be ou opposce a a dans l’angle polvedre 
forme& au point d,. homologue de d. La face ou arete G, qui suit F, aura pour 
homologue @,. qui suit F, ete. La demonstralion ssacheve comme tout a l’heure 
3°. Siaest une ardte A laquelle Z soit loneitudinale. comparons en- 
semble les deux aspects relativement auxquels ses deux sommels b et b, son! l 
respeclivement homologues. F, opposee a a en b, aura pour homologue FF. 
opposee a a en b,. homologue de b, etc. 

4°. Enfin si a est une arete ä laquelle I soit transversale, comparons 
encore ensemble les deux aspects relalivement auxquels ses deux extremites 
b et b, sont respeclivement homologues. La face F, dans linterieur de la- 


quelle penetre un observateur tournant dans le sens direct aulour de db, au 





moment oü il franchit larete «a, a pour homologue la face F,. dans laquelle 
penelre un observaleur tournant dans le sens direct autour de 5,, au momen! 
ou il franchit l’arete a. La demonstration ssacheve encore comme tout a | heure. 


Tous les elements ou areles remarquables sont inverses a eu@- memes. 


En effet,. a etant inverse a lui-meme, chacun des k elements ou areles pareils 
41 * 
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4. ds... Ay, Je sera egalement. Si d’autre part nous comparons entre eux 
les deux aspects A et A relativement auxquels a est son propre homologue 
inverse,. les elements ou aretes pareils a, @,, ... a,_, Seront homologues in- 
verses les uns des autres. Les aulres elements ou areles remarquables «’ ... «;_, 
sont done homologues inverses les uns des autres. Comme ils sont tous pareils 
entre eux, chacun d’eux sera inverse a lui- meme. 

Ces preliminaires poses, on voit aisement que les 2% elements ou aretes 


» 


remarquables sont tous situes aux milieux des demi-zönes E 


uN 


|» 


kl * 
N... Mo, et quil passe par ces points une zöne &quatoriale unique Y. 

En eflet, si l’un de ces elements, a’, n’etait pas situe sur les demi- 
zönes, il passerait par ce point deux zönes nouvelles Y, Y’, coupant chacune 
les % precedentes suivant 2% elements ou aretes au moins. Ces 4% elements 
ou areles seraient tous distinels: car si trois zönes se coupaient suivant un 
meme element, cet element presenterait une rotalion ternaire, ce qui ne peut 
elre. On aurait done. non pas 2k, mais au moins 4% aretes ou elements 
remarquables,. ce qui est egalement impossible. 

Les elements el ardtes remarquables etant en nombre 2%, et lous silues 
sur les milieux des 2% demi-zönes & ... &;_ 1, 9... 7, ces milieux devron! 
etre tous diflerents les uns des aulres. Comme il doit passer deux zönes par 
chacun de ces elements ou areles remarquables, il y aura au moins une zöne 
equatoriale Y. Nous venons de voir d’ailleurs quil ne peut y en avoir deux 
distineles: car le nombre des el&@ments et aretes remarquables surpasserait 2%. 

Si Fun des systemes remarquables est forme par des areles, on pourra 
distinguer deux cas, suivant que la zöne equatoriale Y est longitudinale ou 
transversale a ces arctes. Si les deux systemes remarquables sont formes 
’aretes, Y pourra elre longitudinale a tous deux, longitudinale a l’un et trans- 
versale a laulre, ou transversale a tous deux. 

Nous remarquerons enfin que les zönes Z, Z,.... Z_1, Y, ne pouvant 
se couper que suivant des elements ou ardtes remarquables, n’auront pas d’inter- 
sections autres que celles que nous avons determinees. Il en resulte que la 
surface du polyedre se trouve parlagee en 4% regions dislinctes. 

La 5° elasse fournit done deux types de polyedres: 

er type. Les deux systemes d’elements a rotalion binaire ou d’aretes 
a relournement sont r&ciproquement inverses l’un de l'autre. Il existe k zönes 
meridiennes, parlageant la surface du polyedre en 2% regions, dont chacune 
eontient un element ou arele remarquable. 
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2eme, type. Chacun des elöments ou aretes remarquables est inverse 
a lui-me&me. Il existe % zönes meridiennes et une zöne &qualoriale, partageant 
la surface du polyedre en 4% regions distinctes. 


Geme classe. 
Symetrie par retournement et renversement. 

Nous traiterons ici a la fois des polyedres de la 6@me classe, et de 
ceux de la 5°m° classe pour lesquels k—2, cas dont l’examen a &l& reserve. 

On sait que ces polyedres presentent trois systemes distinets d’elöments 
ou areles remarquables; chaque systeme &tant form& de deux elements A ro- 
talion binaire ou de deux ardles A relournement. L’un au moins de ces 
systemes sera inverse ä lui-meme. Supposons en eflet le premier inverse 
au second: le troisieme ne pourra eire inverse ni au premier, car il serail 
pareil au second, ni au second, car il serait pareil au premier. Il est done 
inverse a lui-meme. 

Soient S et T les deux elements ou aretes que conlient ce systeme. 
On voit comme dans la discussion relative a la 5°we classe quil existe deux 
zönes meridiennes Z, Z’ se coupant mutuellement en S et T. Ce point etabli. 
si S et T sont des elements. on pourra appliquer sans aucune observation 
nouvelle les raisonnements employes dans la suite de la discussion relalive a 
la 5me classe. 

Le cas oü S et T sont des aretes ab et a,b, ne presente guere plus 
de difficulte. Deux cas sont a distinguer. 

le cas. Le systeme S, T est le seul des trois systemes remarquables 
qui soit son propre inverse. 

Les deux autres systemes remarquables etant inverses lun de l’aulre, 
sont tous deux ä la fois formes de sommets, d’aretes ou de faces. 

Deux zönes quelconques devant se couper suivant des elements ou 
aretes remarquables qui soient inverses a eux-memes, les deux zönes Z el 
Z' ne se traverseront nulle part ailleurs qu’en S et T, et il n’existera aucune 
autre zöne differente de celles-la. 

Celle des deux zönes Z, Z’ qui est longitudinale a S est transversale 
a T et reciproquement. Supposons en ellet que la zöne Z soit a la fois 
longitudinale a ab et a a,b,. Soit Z une des moities de Z comprise entre «a 
et a,. Comparons ensemble les deux aspects relativement auxquels «a, est 


Y 


homologue de a. La premiere face ou arete de {, F, etant opposce a ab 
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dans l’angle polyedre a, aura pour homologue la derniere face ou arete de [., 
F, opposece a a,b, dans l’angle polyedre a,. La seconde, @, aura pour homo- 
Iogue l’avant derniere, @, etc. enfin l’element ou arele median sera son propre 
homologue: e’est done un element ou arele remarquable. qui ferait parlie de 
“, el par suile serail inverse a lui-m&me, conlrairement a nolre supposilion. 
Les deux zönes Z, Z divisent le polvedre en quatre regions. Deux 
de ces regions sont A la droite d’un observaleur qui se mouvrait sur lune 
quelconque des demi-zönes qui les bordent, en seloignant de larete a laquelle 
celte demi-zöne est longitudinale. Les deux aultres seraient situees a gauche de 
cet observaleur. Les deux regions de chacun de ces sysiemes sont evidemmen! 
pareilles entre elles. et chacune d’elles est sa propre homologue relalivement a 
deux aspeets distinels. Enlin les deux sysiemes de regions seront inverses lun 
de llautre. 
2me cas. Chacun des trois systemes remarquables est inverse a lui-meme. 
Tous ces elements ou areles remarquables sont situes sur les zönes Z, Z. 
Supposons en ellet que lun deux, e, soit situe en dehors de ces zönes. I 
passerail par e deux zönes nouvelies, qui couperaient Z et Z suivant huil 
elements ou aretes essenliellement dilferents: car sils n’etaient pas tous dil- 
lerenis, on aurait des elements suivant lesquels plus de deux zönes se cou- 
peraient, et qui jouiraient d’une rolation plus que binaire, ce qui ne peut £ire. 
Mais iin y a en tout que 6 elements ou areles remarguables. Celte hypothese 
est done impossible. 
Ces elements ou areles remarquables sont situes aux milieux des qualre 
demi-zönes £, I. 77, 71, dans lesquelles Z et Z’ sont parlagees par les deux 


arcles S el T. En elflet, soit e Jun d’entre eux, silue par exemple sur S. 


Soient F, @, H, ... I les faces ou aretes par lesquelles il se relie a ab, 
F\. @,. -.. 4 celles par lesquelles il se relie a a,b,. Sil’on compare en- 
semble les deux aspecis relativement auxquels c est son propre homologue. 
F, @, ... ] auront respeetivement pour homologue F,. @,. ... Fı: enfin / 
aura pour homologue /,. Le nombre des faces F, @,.... I est done egal 
au nombre des faces F.. @....1.. 


Si £ est longitudinale a l'arete ab, I eontiendra un seul des sommets 
a deab: I, conliendra une seule des extremiles de a,b,, a savoir a, homologue 
de a@: au contraire, siÖ est iransversale a ab, I contient cette arete. et /, conliendra 
a,b,: < sera done longitudinale ou transversale a a,b, en m&me lemps qu’a ab. 
On voit maintenan! comme dans la discussion relative a la dw classe 
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[® quil existe une zöne equatoriale Y passant par les quatre elements ou 
areles remarquables qui restent, 2° que les trois zönes Z, Z, Y parlagent le 
polyedre en huit regions, qui se reparlissent en deux systemes inverses l’un 
de laautre, et formes chacun de quatre regions pareilles. 

Remarquons encore quon peut supposer que les trois sysiemes re- 
marquables sont formes chacun d’aretes: car si l’un d’eux etait form& d’ele- 
ments. S’ et T’. on pourrait prendre pour point de depart ce systeme d’elements 
au lieu du systeme S, T et l’on retomberait ainsi sur le cas dejäa discute 
page 325). Cela pose, on pourra etablir dans le nouveau type de polyedres 
ainsı deflini deux subdivisions: 

lee subdivision. Chacune des trois zönes Z, Z’, Y est loneitudinale 
a lun des deux systemes d’aretes remarquables qu’elle contient et transversale 
a lautre. 

2°me subdivision. L’une de ces zuones Z est loneitudinale aux deux 
systemes d’areles remarquables quelle contient: la seconde Z’ est transversale 
aux deux systemes quelle contient: la troisieme Y est longitudinale a l’un des 
deux systemes quelle contient et transversale a lautre. 

D’apres la discussion qui preceede, la classe 6 et le cas reserve@ de la 
classe 5 fournissent deux types nouveaux de polvedres. 

ler type. Un systeme de deux areles a retournement, S et 7, inverse 
a lui-me&me: deux autres systemes, inverses l'un de l’autre, d’elements a ro- 
tation binaire ou d’aretes A retournement. Il existe deux zönes meridiennes 
dont chacune est loneitudinale a lune des ardtes S et T, et transversale a 
autre. Ces zönes divisent la surface du polvedre en 4 regions dont chacune 
renferme un &lement ou arete remarquable. 

2°ne [ype. Trois systemes d’aretes a relournement: chacune de ces 
systemes est inverse a lui-meme. Il existe trois zönes passant chacune par 
deux sysiemes d’ardtes remarquables, ei qui partagent la surface du polyedre 
en huit reeions. 

Teme classe. 
Symötrie tetra@drique. 

Il existe dans cette classe trois systemes remarquables. Deux deentre 
eux sont composes chacun de quatre elements a rotation ternaire, et le troi- 
sieme. de six elements a rotalion binaire. ou de six aretes A relournementl. 


Les elements ou aretes de ce dernier systeme sont evidemment inverses a 


eux-memes. Car soit E l'un de ces elements ou aretes. E son homologue 








em 
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inverse relativement ä deux aspects semblables A et A, l’un pareil, l’autre 
retrograde: l’element ou arete E, devant presenter la m&me symelrie que E, 





apparliendra necessairement au troisieme systeme: E etant ainsi pareil a son 
homologue inverse E sera inverse & lui-meme. (Quant aux systemes d’elements 
a rotation ternaire, deux cas pourront se presenter: 1° Les deux systemes 
sont inverses lun de Tautre. 2° Chacun d’eur est inverse a lui-meme. 

1e cas. Par chaque element ou arete E du troisieme systeme passen! 
deux zönes. Supposons -les toutes tracees sur la surface du polvedre. Aucune 
d’elles ne contiendra d’element & rotation ternaire, ces elements n’etant pas 
inverses ä eux-me&mes. Chacune d’elles partage le polyedre en deux moilies. 
qui sont homologues inverses lune de l’autre relativement aux aspects par 
rapport auxquels elle est sa propre homologue inverse. Les elements ou 
arctes du 3°me systeme elanl inverses les uns des autres, chacune des deux 
moities du polyedre devra en contenir le meme nombre dans son interieur. 
Le nombre de ces elements ou areies non silues sur Ja zöne consideree Z 
sera donc pair: et leur nombre total elant six, le nombre de ceux silues sur 
7, sera done egal a 2, 4 ou 6. | 

1°. Ce nombre ne peut elre egal a 2. En eflet, supposons que la 
zone Z passe seulement par deux elements ou aretes E, et E, du Stme systeme. 
Soit E, un autre element du systeme. Comparons ensemble les aspects re- 
lativement auxquels E, est homologue a E,. Z aura pour homologue une 
zöne Z’ passant par E, homologue de E,. par un aulre element ou arcle E, 
homologue de E,. et ne contenant aucun autre element ni arele remarquable. 
Ce resultat est absurde: car la zöne Z’ coupe necessairement Z suivant deux 
elements ou aretes remarquabies, qui, joints a E,, forment au moins trois ele- 


ments ou aretes remarquables situes sur Z. 

2°. Ce nombre ne peut elre egal a 6. Supposons en effet que Z 
passe par les six elements ou aretes E,, E,. E,. E,. E;,, E,. ll ne pourrait 
exister qu'une seconde zöne Z’, laquelle passerait egalement par les six elements 
ou aretes E. 

En effet, sil existait deux zönes Z’, Z”’ elles devraient necessairemen! 
se couper suivant des elements ou aretes remarquables, apparltenant par con- 
sequent au systeme E: ces elements ou aretes remarquables seraient donc | 
sur Z, et il s’y couperait trois zönes, ce qui est impossible, la symetrie dont | 
ils sont doues &tant seulement binaire. | 


Cela pose, comparons entre eux les douze aspects semblables relativemeni 
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auxquels le polyedre est pareil a lui-meme. Le systeme des deux zönes Z, 
Z', forme des elements et aretes inverses ä eux-memes sera “videmment son 
propre homologue. Chacune des zönes Z, Z’ sera done sa propre homologue 
sous 6 aspects diflerents, si elles sont pareilles lune ä l’autre: sous 12 aspects 
differents. si elles ne sont pas pareilles. 

La zöne Z divise le polvedre en deux regions R, R,. Si ces deux 
regions n’etaient pas pareilles, chacune d’elles serait. ainsi que Z elle-meme. 
homologue a elle-meme sous 6 ou 12 aspects differents, et presenterail ainsi 
un element avec rotalion d’ordre 6 ou 12. ce qui est inadmissible. De meme. 
si Z nelait pas pareille a Z/, chacune des regions R, R, m&me supposces 
pareilles entre elles, serait sa propre homologue sous 6 aspects dillerents. 
Enfin dans le cas ou les zönes Z, Z’ seraient pareilles entre elles et les re- 
sions R, R, egalement, A serait sa propre homolegue relativement A trois 
aspecis. Elle presenterait done un seul element a rolalion ternaire. tous les 
autres elant trois fois repetes. Ces memes elements seraient encore trois fois 
repetes dans la region pareille A,: tous les elements, A l’exception d’un seul. 
servaient done au moins 6 fois repetes, resultat absurde: car nous savons qu'il 
doit exister deux systemes d’elements quatre fois repeles. 

Il est done demontre que chacune des zönes doit passer par quatre 
elements ou areles du 3me systeme. Ces elements ou areles elant au nombre 
de six, et le nombre des zönes qui passent par chacune etant de deux. le 

: 6.2 
nombre total des zönes sera —— = d. 

Ces trois zönes sont pareilles entre elles: car si lune delles Z n’etait 
pareille a aucune des deux aulres, elle devrait rester sa propre homologue 
sous 12 aspects directs dislinels,. ce qui est impossible. 

Deux quelconques de ces zönes ne peuvent se couper suivant plus de 
deux elements ou areles. Car si Z et Z se coupaient suivant trois elements 
E,. E,. E,. la troisieme zöne Z’, qui contient quaire des six elements E 
contiendrait necessairement un de ceux-la. On aurait ainsi trois zönes passanl 
par un meme element, resultat absurde. 

Les trois zönes Z, Z', Z’ divisent la surface du polvedre en S regions. 
En effet. la zöne Z, considerce isolement, parlage le polyedre en deux regions 
distinctes. En y joignant Z/, qui coupe Z en deux points, chacune de ces 
r6gions sera evidemment partagee en deux. Enfin la troisieme zöne ZT coupe 


les deux precedentes en 4 points en tout, qui Ja partagent en quatre Irongons. 
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Chacun de ces troncons traverse une des regions precedentes, quil coupe en 
deux. Si done on le supprime par la pensee, on diminuera d une unite le 
nombre des regions. En supprimant les quatre trongons, il resterait 4 regions: 
ii y en a done huit. 

Dans le cas ou les E seraient des aretes, les zönes Z, Z', Z’ etant 
pareilles entre elles, chacune delles devra etre longitudinale a deux des quatre 
ardles quelle contient. ei transversale aux deux autres. Il y aura deux cas 
a distinguer suivant que les deux aretes auxquelles Z est longitudinale sont 
conseeulives ou non pour un observateur faisant le tour de Z. 

2me cas. Supposons maintenant que chacun des systemes d’elements 
a rolation ternaire soit inverse a lui-meme. Si nous tracons toules les zönes 
possibles a la surface du polyedre, elles se croiseront suivant 14 elements 
ou aretes remarquables formant deux systemes d’elements quatre fois repeles, 
et un systeme d’elements ou d’aretes six fois repete. Ces zönes decouperont 
la surface en regions, limitees chacune par un certain nombre de troncons de 
zönes. qui dessinent aulour d’elle un contour ferme. Les interseclions mutuelles 
de ces troncons se font suivant des elements ou aretes remarquables. 

Chacune de ces regions est ou pareille, ou inverse a l’une quelconque 
d’entre elles prise arbitrairement: les contours qui les bordent sont donc tous 
pareils ou inverses les uns aux autres. Dautre part, un element ou arete 
vemarquable ne peut avoir pour homologue ou pour inverse qu’un aulre element 
ou arecle du meme systeme. Si done nous comparons entre elles deux regions 
quelconques, le nombre des elements remarquables de chaque systeme situes 
sur leur eontour sera le meme pour chacune d’elles. 

On deduit aisement de ce qui precede le nombre des regions et leur 
disposition mutuelle. 

En effet, imaginons que nous formions, a cöte du polvedre propose P, 
un autre polyedre plus simple ı de la maniere suivante: A chaque arcte ou 
element remarquable «a de P faisons correspondre un point « pris arbitraire- 
ment dans l'espace: a chaque troncon de zöne joignant deux aretes ou elements 
remarquables a et b, faisons correspondre une arete «/ joignant ensemble 
les deux points «, /? correspondants a a et b: enfin, a chaque region R com- 
prise entre un certain nombre de troncons de zönes ab, be, ... etc., faisons 

correspondre une face go, plane ou gauche, limitee par les aretes correspon- 
dantes ad, Py ete. 


Parmi les elements remarquables de P, il en est huit, r&parlis en deux 
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systemes; a, @. 4;,. a,. b,. b,. b,. b,. oü se croisent trois zönes. donnant 
chacune deux troncons: le nombre des aretes de x aboutissant A chacun des 
sommels correspondants &,. &%. ... etc. sera done egal a six. Dans les 6 
autres elements ou aretes remarquables de P, ©. ©. ©. ©. @. e. il se 
croise deux zönes, formant quatre troncons. Le nombre des areles de 
aboutissant a chacun des sommets correspondants 7,. Y3» . . . 7, sera done 
egal a 4. 

Cela pose, chacune des regions AR, R’ etc. contenant sur son conlour 
un m&me nombre m delements remarquables du 1° systeme «a, un meme 
nombre » d’elements remarquables du second systeme 5, un meme nombre p 
d’elöments ou daaretes du 3°"© systeme ec, chacune des faces correspondanles 
0, 0, . . . passera par m sommels @, » sommels 2, el p sommels y. On 
deduit de la immediatement par le Iheoreme d’Euler, et le nombre des faces 
o, et le nombre m-+n--p des sommets que contient chacune delles. 

in ellet, le nombre des sommets est de 14. Pour avoir le nombre 
des faces. il faudra faire le compte de toutes les faces passant par chacun 
des sommels, puis diviser par m-+-n»-+p pour &vilter les repelilions,. chaque 
face passant par m+n-+p sommels. Or il v as sommels ou aboutissent 6 


faces, et 6 ou aboutissent 4 faces: le total est 72: le nombre des faces es! 
12 


m—+-n-+p 





done 


On operera de meme pour les aretes: il ya 8 sommels ou aboulissen! 


6 arctes, et 6 ou aboulissent 4 aretes: lotal 72: mais comme chaque arele 
er Bo 
passe par deux sommels, ce nombre se reduit a —- = 36. 


— 


Le Iheoreme d Euler donne maintenant l’equation 





79 
i< ash 
l 4 fr . 36 .: 2. 
NN N- p 
72 
dou mtn+p =. ———=24. 
un u de p 


Ainsi les faces o sont triangulaires. e! en nombre 24. Dailleurs aucun 

des nombres m, », p ne peut elre nul: car si l’on avait, par exemple, m = 0, 

aucune face de 7 ne devrait aboutir a un sommet de llespece @, ce qui est 

absurde. car quel que soit le sommet que l’on considere, il doit y aboutir 

quelques faces. On a dne m=»=p=1 et chaque face g aura trois som- 
meis, appartenant respeclivement aux trois sysiemes @, 9, 7. 

Chacune des faces de ı aboutissant a l’un des quatre sommels &,, & . 03, @, 

et a un seul, ces faces peuvent @lre partagees en qualre groupes. en reunissan! 
12 * 


az 
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ensemble les six faces qui aboutissent a chacun de ces sommels. Le con- 
tour qui limite chacun de ces groupes passera par trois sommels d’espece P. 
En ellet, soient 8, 0. ... @ les 6 faces de l’un de ces groupes aboutissant 
loutes a un meme sommet «, (fig. 15). La premiere g aboulira a trois sommelts 
@» 1, yı appartenant respeclivement a chacun des trois systemes a, 9, 7. 
La face o, contigu& a celle-la suivant «,y, aura pour sommels «,, y, et un 
autre sommel 5, du systeme 5. La face suivanle ®, conligue a 0, Suivant 
a,/, aura pour sommels «,. ns et un aulre sommel 5 du meme systeme que 
yı-  Continuant ainsi, on voit que les six aretes issues de «, aboulissent alter- 
nalivement ä des sommels du systeme 5 et aA des sommels du systeme y. 


O- 


Les sommets successils du contour qui limite le groupe des faces o, 0, 


seront donc Pi, Yıs Pr» Yıs Pass 73- 


les trois points /,» >, /, parlagent ce contour en trois seclions 


’ ) .) . 


ar 


Pıyıba» Pryalss 5757: Chacune de ces sections sert de separalion entre 
les faces du groupe considere et celles d’un autre groupe. Considerons par 
exemple la section 9,77%. I existe quatre faces passant par le sommet 7.. 
Deux dentre elles og, o, font partie du groupe considere. La troisieme 0’ 
est contigue a g suivant ,7,, el son dernier sommet «, devra eire du systeme 
ce. Enfin la quatrieme, o, doit elre conligu@ A o, suivant y,/% et A og’ suivant 
yı@s. Les deux faces 0°, o, aboutissant toutes deux au sommel «, apparlien- 
dront a un meme groupe, qui sera conligu au groupe considere dans toute 
l'etendue de la section ,Yı2- 

Enfin trois groupes distinels abouliront a chacun des sommets du systeme 
P. En elfet, on voit comme tout a l’heure que les six aretes issues d’un 
meme sommet / aboutissent alternativement a des sommels du systeme «a et 
a des sommels du systeme y. Il y aura done trois de ces aretes aboulissant 
a des sommels o,. %,. e, du systeme «@. Les deux faces qui bordent chacune 
de ces trois areles apparliennent evidemment a un m&me groupe, et celles qui 
bordent deux arctes dilferentes apparliennent ä des groupes dillerents. 

Cela pose, imaginons que les faces de chacun des groupes soient supposces 
lices invariablement entre elles de maniere a former une face composee rigide: 
jue d’autre part les sections de leur contour suivant lesquelles deux groupes 
quelconques sont contigus soient supposees former egalement une arcle poly- 
gonale rigide: nous aurons un nouveau solide w plus simple que 7, car il 
sera compose de quatre faces seulement, chacune triangulaire, et se coupant 


trois a trois en quatre sommels 9,» Pa, Ps Pa. Ce sera done un telraedre. 
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ur 


Le solide z n'est done quun tetraedre, dont les faces auraient etc 
remplacees chacune par une pyramide a base hexagonale. 

Cherchons en dernier lien quel est le nombre des zönes distineles qu’on 
peut tracer sur le polyedre P, et dans quel ordre se succeedent sur chacune 
d’elles les elements ou aretes remarquables quelle contient. 

Pour cela, considerons (fig. 16) le polyedre 7, form& comme nous venons 
de le dire, en remplacant chacune des faces du tetraedre 9,9,/,P, par un 
systeme de six faces concourantes. Parmi les six ardles emandes de /,. nous 
avons vu quil y en a trois aboulissant A des sommets du systeme «. Soil 
7,0, une d’elles. Il existe dans le polyedre P un troncon de zöne b,a, 
correspondant a 9,«,. Cette zöne Z, et les deux aulres, Z, Z’, qui se Ira- 
versent mutuellement en a,. donnent autour de ce point 6 troncons: et le second 
troncon de la zöne Z sera evidemment celui qui est oppose A b,a,: il aura 
pour correspondant dans ı l’arete opposee a ?,«, au point @,. La figure 16 
montre que cette ar&te aboutit en un sommet 7, du systeme y. On voit de 
meme que le trongon suivant de la meme zöne aura pour correspondante 
larete y,%, opposee a «,y, au point z,: de meme le troncon suivant aura 


) 


pour correspondante larete @,/, opposce A y,%, au point &,; puis viendra 
) 


l’arete A,y, et enlin larete y,/,. a parlir de laquelle on retombe sur l’arete 
primitive Pe. 

Le contour total 7, 71% 9,72, eorrespondant a la zöne Z est ainsi 
forme de six aretes. La zöne Z contient done six troncons dislinets. et les 
elements ou ardtes remarquables b,a,c,a,b,c, que l’on rencontrera sur son con- 
tour sont successivement des systemes b, a, ce, a, b, e. Sur les six troncons 
que contient cetle zöne Z, il n’y en a que deux, b,a, et a,b,. qui joignent 
un element du systeme b a un Element du systeme a. 

Si nous comparons entre eux les 12 aspects relativement auxquels le 
polyedre est pareil a lui-meme, la zöne Z ne peut &eire sa propre homologue 
sous plus de deux aspects differents. En eflet, soient A et A’ deux aspects 
relativement auxquels Z soit sa propre homologue. 

L’'homologue du troncon b,a, sera un autre troncon de Z, joignanl 
un element du systeme b a un point du systeme a a un element du systeme 
b. Ce sera done necessairement ou b,a, ou &b,. 

Cela pose, sil existait plus de deux aspects relativement auxquels Z 
füt sa propre homologue, il existerait au moins deux de ces aspects relati- 


vement auxquels l'un des trongons b,a,. a,b, serait homologue a lui-meme. 
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Mais cela est impossible. Supposons en eflet que b,a, soit homologue & lui- 
meme, ainsi que Z, relativement a deux aspects A et A’. L’element 5, etant 
ie seul de son espece dans le troncon b,a,. sera son propre homologue. 
les faces et aretes successives du trongon. F, G, H,... par lesquelles 5, 
se relie a a, sont chacune sa propre homologue. Chaque arete et chaque 
sommet contenus dans ces faces est egalement son propre homologue. Les 
faces contiguös a celles-la suivant leurs diverses aretes sont elles- m&mes leurs 
propres homologues etc. En continuant ainsi, on voit que tout element ou 
arete du polyedre est homologue a lui-meme: les deux aspects A et A’ ne 
seraient done pas distinels comme nous l’avons suppose. 

La zöne Z ne pouvant etre sa propre homologue que sous deux aspects 
au plus, el le nombre des aspects direcets semblables etant de 12, il y aura 
au moins six zönes dislinctes pareilles a Z. Dailleurs ces six zönes. con- 
tenant chacune six troncons, contiendront les 36 troncons qui corresponden! 
aux 36 areles de m. Il existe donc en tout six zönes distinctes, pareilles 
entre elles. 

Dans le cas ou les e sont des aretes, les six zönes &etant pareilles 
entre elles, chacune d’elle est longitudinale a l'une des aretes ce qu’elle con- 
tient et transversale a lautre. Car si lune d’elles etait longitudinale, par 
exemple, aux deux aretes quelle contient, elle ne pourrait etre pareille a 
celle qui est transversale a lune de ces aretes. Les elements a et b etant 
chacun quatre fois repetes, il est indilferent que llarete ce a laquelle la zöne 
est longitudinale soit celle qui est comprise entre les deux sommets a, ou 
celle qui est comprise entre les deux sommels b. 

la Tome elasse fournit done deux types nouveaux de polyedres. 

le" type. Les deux systemes d’elements a symetrie ternaire sont in- 
verses l’un de l'aulre. Les elements ou areles a symetrie binaire sont inverses 
a eux-memes. Il existe trois zönes pareilles se coupant deux a deux suivant 
ces elements ou areles, et divisant le polyedre en 8 regions. 

2:me type. Tous les elements et areles remarquables sont inverses 
a eux-memes. Il existe six zönes pareilles entre elles et divisant le polyedre 
en 24 reeoions. 

Les details eirconstancies dans lesquels nous venons d’entrer vont nous 
permeltre de glisser rapidement sur le cas des solides derives des autres 
polyedres reguliers, cas qui se traite exactement de la meme maniere que 
celui - ci. 





Jordan, recherches sur les polyedres. 335 


geme classe. 
Symetrie cubocta@drique. 

Il existe: 1° Un systeme unique d’elements remarquables a a rotalion 
quaternaire, et six fois repeles. 2° Un systeme unique d’elements remarquables 
b a rotalion ternaire, et S fois repetes. 9° Un systeme unique delements ä 
rotation binaire ou d’aretes a retournement e, 12 fois repetes. Chacun de 
ces systemes sera evidemment inverse a lui-meme. 

Le polyedre ı aura 6 sommetis ä 8 faces, S a 6 faces et 12 a 4 
faces. D’oü. en designant par m, n, p les nombres respectifs de sommels de 
chaque espece que contient chaque face. le nombre N des faces sera egal ü 
6.8+48.6--12.4 144 6.8-4-8.6-+ 12.4 

u re celui des aretes sera —— gr = 12. 
Le theoreme d’Euler donnera 
TR 


m np 





A 


dou m +-n+p=93. — — 48, 


m--n--p 


Ainsi les faces sont en nombre 48, et triangulaires: chacune delles 
passera dailleurs par un sommet de chacun des trois systemes «, 9, 7. 

En groupant ensemble les huit faces qui aboutissent a un meme sommel 
d’espece « on parlagera les 48 faces en 6 groupes: le contour de chaque 
groupe contient 4 sommets du systeme 5, qui le partagent en quatre sections, 
dont chacune sert de separation entre les faces du groupe considere et celles 
d’un autre groupe. Enfin trois groupes concourent a chacun des sommels du 
systeme 5. Le solide a nest done quun cube dont chaque face aurait etö 
remplacee par une pyramide a base octogonale (fie. 17). 

On voit de m@me que  pourrait egalement etre considere comme un 
octacdre pareil au regulier, dont les faces auraient Ele remplacees par des 
pyramides a base hexagonale. 

Il resie a determiner le nombre des zönes distinetes qu on peut tracer 
sur P, et l’ordre dans lequel se succedent sur chacune delles les elements 
ou aretes remarquables. 

Soit «, un sommel quelconque du premier systeme dans 71: les arcles 
issues de ce point sont de deux sortes, les unes allant a un point du systeme 


y, tel que y,. les autres a un point du systeme /, tel que /.. 


up 





ui Zn ug 
N I} | 
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Considerons en premier lieu larete @,y,. La zöne Z qui contient le 
trongon a, c, correspondant conliendra successivement les trongons correspon- 
dants: a larete y,@, opposce a e,y, au point y,: a lardte 0,7, opposce ä 
Yyı%, en %: aux areles Y0,. 03%3% Y3ly» 04Y4s Ysı. Ainsi celle zöne con- 


/3° 4/4» /4 

tiendra huit Irongons distinels, joignant des sommets qui sont alternativement 
des sysiemes a et c. Cette zöne ne pouvant etre sa propre homologue sous 
plus de 8 aspects, et le nombre des aspects direcets semblables etant de 24, 
il v aura au moins lrois zönes pareilles. Z, Z, Z". 

Considerons en second lieu l'arete @,,. La zöne Y qui contient le 
troncon a,b, correspondant A e,/, conliendra successivement les troncons 
correspondants aA a,Pı» PıYs» Ysbss Ast, 03, PYr, Yßı, Ps0ı. Ainsi 
cette zöne contient S troncons. joignant entire eux des sommets ou elements 
remarquables, appartenant a des systemes qui se succedent dans l’ordre indique 
a la fie. 18. 

Sur ces huit troncons, quatre seulement joignent un element a a un 
element b. La zöne Y ne peut done £ire pareille a elle- möme sous plus de 
qualre aspeels diflerents: il existe done au moins six zönes pareilles a Y. 

Les six zönes Y, reunies aux trois zönes Z, forment en tout neuf 
zönes, contenant les 72 troncons qui correspondent aux 72 arcles de . ]l 
n’existe done pas d’autres zönes que celles- la. 

Remarquons encore que si les e sont des areles. toutes les trois zönes 
7, Z, Z’ doivent etre a la fois longitudinales ou transversales a toutes les 
areles ce quelles contiennent. Supposons en ellet que la zöne Z füt transversale 
a ec, et longitudinale A c,. Le troncon a,c, et le troncon a,c, seraient essen- 
tiellement dissemblables,. et la zöne Z ne pourrait etre pareille a elle-meme 
sous 8 aspeels dillerents. comme cela est necessaire. Dautre part, si Z etait 
transversale aux aretes e quelle contient et Z’ longitudinale a celles qu'elle 
contient, Z’ ne pourrait elre pareille a Z. 

II y aura a distinguer ici deux cas suivant que les zönes Z, Z, Z 
son! transversales ou longitudinales aux ce. 

la S®me elasse ne fournit done quun Iype nouveau de polyedres. 

Tous les elements ou aretes remarquables y sont inverses a eux-memes, 
li existe deux systemes de zönes. l’un forme de 3 zönes pareilles entre elles, 
l’autre forme de six zönes pareilles entre elles: ils divisent le polyedre en 
48 regions. 
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gem lasse. 
Syme£trie icosidod&caddrique. 

ll existe un systeme unique d’elements remarquables «a a rotalion 
d’ordre 5 et 12 fois repetes, un autre d’elements 5 A rotalion ternaire et 20 
[ois repeles: enlin un autre d’elements Aa rotalion binaire ou diaretes ä re- 
tournemen! 30 fois r&epeles, ec. Chacun de ces systemes sera evidemment in- 
verse a lui-meme. 

Le polyedre n aura 12 sommets a 10 faces, 20 a 6 faces et 30 a 4 
faces. On en deduit comme tout a l’'heure le nombre de ses arctes, 180, et 
celui de ses faces, 120. Chacune de ces faces est triangulaire et passe par 
un sommet de chacun des systemes «, P, y. 

En groupant ensemble les 10 faces qui aboutissent a un m&eme somme! 
o, on voit que le solide 7 n’est qu’un dodecaedre pareil au regulier, dont 
les faces auraient ele remplacces par des pyramides a base decagone. I 
pourrait eire egalement considere comme derivant d’un icosaedre pareil au 
regulier. dont les faces auraient et@e remplacces par des pyramides a base 
hexaconale. 

L’une ou l’autre de ces definitions permet de se representer nettemen! 
le polyedre a. On en deduit le nombre des zönes distineles que l’on peu! 
tracer sur P et l’ordre dans lequel se succedent sur chacune delles les ele- 
ments ou areies remarquables. 

Soit en effet «, (fig. 19) *) un sommet du premier systeme «: parmi 
les aretes issues de ce point, il y en a qui aboutissent a des points du systeme 
y: soit 0,7, lune d’elles. 

La zöne Z qui contient le trongon a,c, correspondant a @,y, eontiendra 
successivement les troncons correspondants aux areles successives @,/ı. Yı@2- 
%ßıs Pıyıs Yapıs Prtsz RsYır Yalaz Muß, PrYız Yaßız Prtı. Elle contient 
done 12 troncgons distinets joignant entre eux des elements ou arcles remar- 
quables, appartenant a des systemes qui se succedent dans l’ordre indique a 
la fig. 20. 

Sur ces 12 trongons, 4 seulement joignent un element a a un element 
b. La zöne Z ne peut donc etre sa propre homologue sous plus de 4 aspects. 

Le nombre total des aspects semblables etant de 60, il y aura au moins 
15 zönes pareilles. Ces 15 zönes, reunies ensemble, contiennent les 150 


*) Pour @viter la confusion des lignes, on n’a trac& sur la figure que licosa@dre 
dont n est d@rive, et celles des arötes de rr qui correspondent ä une meme zöne Z. 
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trongons qui correspondent aux 180 aretes de nz. Il n’existe done pas d’autres 
zönes que celles -la. 

la Ye elasse ne fournit done quun type nouveau de polyedres. 

Tous les elements ou areles remarquables y sont inverses A eux-memes. 
Il existe un systöme de 15 zönes pareilles, divisant le polyedre en 120 regions. 

Remarque. Considerons specialement le cas oü les e sont des arcetes. 
Parmi les quatre arcles de celle espece que contient la zöne Z, il ven a deux 
qui se trouven! comprises entre deux elements de l'espece a, et deux au con- 
traire qui se trouvent comprises entre deux elements 5b (voir le tableau de la 
page preeedente): soient c,. ce, les deux premieres arcles. c,, ec, les deux suivanles. 
Si la zöne Z est longitudinale ou Iransversale a c,. elle sera loneitudinale ou 
transversale ä c,: au contraire elle sera transversale ou longitudinale a ei, ©. 
En ellet si la zone Z elait longitudinale a e,, par exemple, et Iransversale ä ©. 


les Irongons qui aboulissenl en c, ne pourraient elre pareils a ceux qui abou- 
lissent en e,. ei par suite Z ne pourrait etre sa propre homologue sous quatre 
aspeels diflerenis,. comme cela doit @tre. D’autre part supposons que Z soil 
loneiludinale a e, et a e,: elle le serait a ©&,. comme nous venons de ie voir: 
on verrait de m&me quelant longitudinale ä ec, elle le sera ä ec;: elle le sera 
done A toutes les ardtes quelle contient: cela pose, soit Z’ celle des zönes qui 
est Iransversale a e,: elle ne pourrait etre pareille a Z comme cela doit etre. 

On naura done a dislinguer que deux cas differents, celui ou Z est 
Iongitudinale a ce, et celui oü elle lui est transversale. 


Il’. 
Demonstration d’un dernier theoreme. 


Deux polyedres seront dits inverses Yun de l'aulre si les aspects directs 
de Yun des polyedres sont respeclivement semblables aux aspects inverses 
de lautre. 

Soient P, P’ deux polyedres symetriques l’un de lautre relativement 
a un point ou A un plan donne. On sait que les faces des deux polyedres 
sont respecelivement @gales,. mais enchainees dans un ordre preeisement inverse. 
les deux polyedres sont done inverses l’un de lautre. 

Deux polyedres inverses a un troisieme etant evidemment pareils entre 
eux. tout polvedre inverse a P sera pareil a P’, et r&eciproquement. 
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Theoreme. Soit P um polyedre inverse a lni-meme, et qui de plus 
peut etre pareil ä lui-meme sous certains aspects direets, en nombre p: on pourra 
determiner d'une infinite de manieres un polyedre II, a faces planes ou gauches. 
pareil a P, superposable a lui-meme sous les p aspects relativement auxqnels 
Pest pareil a lui-meme, et qui sera, de plus, symetrique a lui-meme par rapport 
a un plan ou a un point donne. 

Nous allons demontrer successivement ce theoreme pour les classes 
2.9 el CT: les construclions que nous donnerons s’appliquent d’ailleurs aux 
aulres cas. par une analogie evidenle. 


Seeonde elasse. 
1° type. Solides presentant k zönes meridiennes pareilles entre elles 
Ces k zönes se coupant A leurs extr@miles, se parlageront mutuellemen! 
en 2% demi-zönes: soient Q, Q,. ... Q,,_, ces Ironcons de zönes. cerils dans 
ordre ou les rencontre un observateur tournant dans le sens direct aulour 
de Fun des elements extr&emes S: soient R, R,. ... R,,_, les regions qu'ils 
laissent respeclivement entre eux. Deux regions successives £lant inverses 
une de l'autre, les regions de rang pair R, R,.... R,,_, sont pareilles entre 
elles: les demi-zönes Q, 0. ... Q,_, de rang pair, qui les bordent re- 
speclivement sur la gauche. sont done pareilles entre elles: de meme pour 
les demi-zönes de rang impair Q,. ... Qy_ı. 
Cela pose, imaginons une sphere queleonque: soient o, 7 deux points 
situes a l’extremite d’un meme diamelre, %. Zı= -:- Zar-ı» 2% demi grands 
cercles ayant o el 7 pour extremites. et formant entre eux des angles egaux. 


Faisons correspondre par la pensce la suile de ces demi-cercles a celle des 


demi-zönes Q, Q,. ... Q,,_,: aux regions successives R, R,.... R,,_, cor- 
respondront les fuseaux 0. ©. ... 0x. respeclivement compris entre Z el zı. 


Zı el 2 ele. 

Si un des elements extr&mes du polyedre, S et T, ou tous deux, sont des 
sommets,. nous prendrons pour leur correspondre les pöles o etr. Si une demi- 
zöne. Q par exemple, contient un sommet a qui soit inverse a lui-meme, les % 
demi-zönes pareilles Q, Q;. ... Q>s,_, eontiendront chacune un sommel pareil a 
a: nous choisirons, pour correspondre respectivement a ces poinlsa, dıs ... &ı_, 
une serie de points &, &, ... @%_, Situes sur les meridiens %, %2» --- Zu: 
et tous situes a la m&me distance de o, cette distance restant arbitraire. 


Enfin soient b, ce ... les divers sommets de la region A, non inverses 
43 * 
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a eux-memes: prenons pour leur correspondre des points 9, y, ... arbitraire- 
ment choisis dans le fuseau 9. La region voisine A, a ses sommels b’, c' 
respeclivement inverses de b, e, ...: nous prendrons pour leur correspondre 
les points P', y', ... situes dans 0, et respectivement symelriques de 5, y, 
par rapport au plan du meridien %,. 


Faisons maintenant tourner le systeme de ces deux regions autour de 


. ni 27 2: 
axe or, dun angle ——, puis encore de —-, puis encore de —— elc. Les 
L r 


[useaux 0 et go, viendront successivement occuper la place de o, et o,, de 
o, el 9, etc. et le systeme des deux points conjugues /, P’ occeupera successive- 
men! 4 positions differentes 9 et 9, P, et P,, 9, et , ete.: nous prendrons 
ces 2% points pour correspondre respectivement aux sommels b,b', b,. b, ... etc. 
alternalivement pareils et inverses a b, et situes respectivement dans les regions 
R, R.. R. 

Supprimons mainlenant les meridiens %, z%, etc. qui ont servi a la con- 
struetion, et faisons correspondre a chaque arete mn» de P, un arc de grand 
cerele «ur joignant ensemble les deux points «, v respeclivement correspondants 
am et an. Nous aurons oblenu un reseau spherique evidemment pareil a 
P, et qui, en vertu de sa construction meme, sera superposable a lui- meme 

’ a ar " ‚ s 
par une rolalion dun angle —- autour de 07. En ellet, soit ur un arc quel- 
conque, joignant deux sommels situes dans le fuseau o par exemple: cet arc 
correspond a une arele mn situee dans la region AR: la region pareille R, 


contient une arete pareille m,», a laquelle correspond un arc de cercle u,r, 


dans le fuseau @&,. Si le reseau tourne de l’angle — u succedera A iu, 
rap, et uv a udvı. 

Le reseau jouit enfin de la propriete d’etre son propre symetrique par 
rapport a Fun quelconque des plans meridiens traces ci-dessus: au plan du 
meridien 4, par exemple. Soit en eflet 5 un sommet quelconque de la region 
o: on voit aisement que les 2k sommets , P,» Pr, Ps etc. sont respective- 
ment symetriques des sommels P', Ps... etc. Car tous ces points sont silues 
sur un meme parallele #. Prenons le plan de ce parallele pour plan de la 
ligure 21. Le meridien /,. perpendiculaire a ce plan, se projette suivant une 
ligne droite 06 qui coupe le parallele au point 6, milieu de 2/’, puisque, par 
construction, ces deux points sont symetriques par rapport au plan meridien. 
Cela pose, si nous prenons le rayon du parallele pour unite, l’arc compris 
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a “ d i | | .. | 
entre le point 5 et Yun des points pareils /, est egal a 4-——: on a dom 
- n 
„ rn 
arcd 9, = ee ie are 0. 
0) 
%)_ 


De meme larc compris entre P,_,_; et 9’ etant eoal a A: on aura 
/ 1—/ [ 4 


.„ Ir 
arch, ,„ ,H= k—— — arc 05° = archdP, 


Les deux points /, et 9,_,_; sont done symetriques Yun de l’antre. 


Joignons maintenant chaque point de la sphere au centre: prenons sun 


ce rayon une longueur arbitraire, mais la meme pour chaque systeme de 2/ 


+ 


points conjugues tels que 9, 9’, Pi» Pı etc. Les points ainsi delermine- 


formeront un polyedre /7 evidemment superposable a Iui-meme par une ro 
2 da N 
tation d’un angle —_ et symetrique ä Ini-me&me par rapport au plan 7, 
Yeme type. Solides a zöne equatoriale. 
La zöne equatoriale Z divise le polyedre en deux reeions inverse: 
R, R'. Nous tracerons sur la sphere un grand cercle {, qui la divise en deus 


moilies, 0, 0’, respeclivement correspondantes a R et R'. 


Chaque sommet 5b de la region AR a k sommels pareils b, b,.... db 
dans cette region, et Ak inverses b’, b,, ... b,_, dans lautre. Soient 7 


point arbitraire de la region 0: 9, Ps »-: ri les % positions que ce poin - 


occeupe successivement lorsque on fait tourner la sphere. autour de la droit: 


+ nr is. 2rı 4rı 2r . I 
or qui passe par les pöles de [, des angles eng kk-i) ——; enln : 
” ’ L 
. m]; * „u ” . n u ‚ . . . 
soient P, Pi» : - +» P%-ı les points symelriques de ceux-eci par rappor! 


l’equateur ©. Nous prendrons pour correspondre respectivement aux poin!- 
b 





er er en Ar 


Si la region A contient un sommet S pareil a lui-meme. on prendr: 
pour lui correspondre le pöle 0, et pour correspondre a son inverse T, I 


pöle vr. Sl existe sur Z des sommels a qui soient inverses ä eux-memes fe 
on prendra leurs correspondants « sur l’equateur. 

A chaque arete mn du polyedre, faisons correspondre un arc de grand 
cercle «vr joignant les points « et v respectivement correspondanis a m el a - 
». Le reseau ainsi delermine sera &videmment pareil a P, superposable 
lui-meme par une rotalion d’un angle ar et symetrique a lui-meme pai 


rapport au plan de l’equateur ©. On en deduit comme tout a l’heure lexistenc: 


d’un polyedre /7 jouissant des memes proprietes. 
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g3eme type. Aucun element n'est son propre inverse. 


Soient b un sommel queleonque. 5b»... b,_, les sommets pareils. 
"bi. ... b,_, leurs inverses. On prendra pour leur correspondre respective- 
men! un point 5 choisi arbitrairement sur la sphere. les points ,. ... Pr-ı 





avec lesquels ce point vient suecessivement! coincider par des rotalions d’anele 
<5t +77 ’ . . ’ u a 
. -,— ete. effeeluces aulour dun diametre determine or: enfin les points 


h ) 


Pier. 9, SYmelriques de ceux-ci par rapport au centre de la sphere. 

Si! existe un sommelt 5 pareil a lui-meme, on prendra pour lui correspondre 
le point o. Son inverse T aura pour correspondant r. 

Le reseau forme sur les sommels ainsi determindes sera @evidemmen! 

’ J } s ; 2rı 

pareil a 7, superposable a lui- meme par une rolalion d’un angle —.. enfin 

| : 
symelrique a Jui-meme par rapport au centre de la sphere. On en deduil 


comme tout ä Iheure un polyedre 7/ jouissant des memes proprieles. 


Cinquieme elasse. 

I" tvpe.  Solides presentant k zönes meridiennes, sans zone equatoriale. 

l‚es k zönes meridiennes parlagent la surface du polvedre en 2% regions 
k. Ai. ... R,_,. comme pour la seconde classe, premier Iype. Mais ilya 
celte difference dans le cas actuel que le solide &tant symetrique par renverse- 
ment. chaque region est sa propre homologue sous deux aspeels differents: 
elle eontient ainsi un element a rolalion binaire, ou une ardte A relournement: 
Ious ses autres elements seront pareils deux a deux. 

Nous choisirons les sommels du reseau spherique correspondant au 
polvedre P de la meme maniere que pour les solides de la 2twe classe, 1° 
Ivpe. avec celle seule difference que nous aurons soin de choisir pour cor- 
respondre a chaque couple de sommets pareils 5), DB pris dans la region R. 
deux points 5, B du fuseau o symelriquement places par rapporl au point /, 
centre de ce fuseau. Si l'element doue de rotalion binaire que renferme R 
est un sommel,. on prendra pour Jui correspondre le point /' Iui-meme. 

En observant cette precaulion, le reseau pareil a P que l’on obtiendra 


par la methode deerite (pages 339 — 341) sera non seulement superposable 
> 


u d 





a Ini-meme par une rolalion d’un angle »t symelrique a Jui-meme par 
N v 


rapport A un plan: mais il sera encore superposable a lui-m&me par renverse- 
ment. En elflet. faisons tourner le reseau de 180’ autour du diametre qui 


passe par /'(fig. 22). Les sommets pareils ? et B se remplaceront reeiproque- 








Jordan, recherches sur les polyedres. 349 


ment: les deux meridiens Z. Z, se remplaceront egalement Yun laulre. Li 
point B’, symetrique de B par rapport ä %,. remplacera done 3,_, symetriqu: 
de ;» par rapport a z, et r&ciproquement. Le parallele P du point B viendr: 
remplacer le parallele © du point /7 et r&ciproquement. Le point B, situe su 
P a une distance de B egale a la Awe partie de la longueur totale de | 
parallele, viendra done remplacer le point ,_,, situe sur @ et ä la mem 
distance de 5. De meme pour tous les autres points. Chaque point elan! 
ainsi permule avec un autre point pareil, le reseau tout entier sera superpo 
a Jui-meme. 

rue type. Solides a zöne eqnatoriale et a k zönes meridiennes 

Les % zönes meridiennes. considerees isolemenl, parlagent la surlacı 
du polyedre en 2% regions R, R,.... Ä,,_, ele. alternalivement inverses 
pareilles a la premiere /2. Chacune de ces regions, lelle que Rt, etant divise:« 
par la zöne &qualoriale en deux regions inverses Fune de l'aulre, les somme!l: 
quelle contient se grouperont par couples de deux sommels reeiproquemen! 
inverses b et BD. Quelques sommels e pourront d’ailleurs etre leurs propres 
inverses: ils seront silues sur la zöne &quatoriale. 

Nous choisirons iei encore les sommels du reseau spherique correspon- 


dant a P de la m@äme maniere que pour la seconde classe, 1” iype, saul 





cette difference que l’on aura soin de prendre, pour correspondre a chaqu: 
couple de sommels inverses lun de l’autre, 5b, B pris dans la region R, deux 


points 7, B du fuseau 9 symetriquement places par rapport a l’equaieur I de 





la sphere. Si A presente quelque sommet e inverse a lui-meme, on prendr 


son correspondant sur l’equateur. 


in observant cette precaulion, le reseau pareil a P que l’on formera 
par la methode ei-dessus indiquece sera non seulement superposable a lui- 
Pi 
meme par une rolalion dangle 7, et symetrique a lui-meme par rapport ü 
- i ) 
RES 


un plan: mais il sera superposable a lui-meme par relournemen!. En ellet. 
soit d le point d’intersection de l'equateur avec le meridien z,, qui separe les 
deux regions go et o, (fig. 23) faisons tourner le systeme de 150 aulour du 


diametre qui passe par ce point. Le point 5 sera evidemment permulc avec 





le point B’, symetrique de B par rapport ä 4%. Ce point B’ fait parlie du 
reseau par construction: il est inverse a B et par suite pareil a 9. De meme 
le point P', inverse de 5 sera permute avec le sommet B qui lui est pareil. De 
m&me pour les autres points. Donc enfin le reseau sera superpose a lui-meme. 
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Septieme elasse. 


le type. Les elements ü rotation ternaire ne sont pas inverses dä 
vnc-memes. Il existe trois zönes Z, Z, Z’ divisant le polyedre en 8 regions 
k. R,. etc. 


Tracons & la surface d’une sphere trois grands cercles rectangulaires 


<, 2, 7 respeelivement correspondants a Z, Z', Z’: ils parlageront la surface 
le la sphere en 5 triangles trireclangles 9, @,. ... etc. respeclivemen! cor- 


respondanis a A, R,, etc. 

Soit 5 un sommet quelconque de R. VÜelte region etant homologue ä 
elle - meme sous lrois aspeels dislinels, contiendra trois sommels pareils b, 5, 
bh: on prendra pour leur correspondre trois points /, ?', 9” pris dans la 


region 9 et choisis de telle sorte qu'ils se permutent entre eux lorsque on 


fait tourner le triangle de l'angle 3. aulour de son cenire 





, R eontient 


> 


um element e qui est homologue A lui-meme sous ces trois aspects: si c’est 
un sommel, on prendra le point „ pour lui correspondre. Si un sommet de 
N esi inverse a lui-meme, il sera situ sur la zöne de separation de R et 
une region contigue A. On prendra pour lui correspondre un point situe 
sur lare de cerele qui limite les deux regions o et o,. Enfin, si un sommet 
de A est a la lois inverse a lui-meme et doue de rotation binaire, il sera 
situe a Ja rencontre de deux des zönes qui limitent A. On prendra pour lui 
correspondre celui des sommels de go qui se trouve situe A lintersection des 
cereles correspondants a ces zönes. 

Sur les huit regions de P, il en existe quatre pareilles a AR: ces 
"cgions Elant necessairement non contigues, sont celles qui repondent au tri- 
angle o el aux trois triangles 9,, ©. @; qui lui sont opposes par le sommet. 
A chaque systeme de sommets b, b’, b’ de R correspond un systeme de 
sonmets homolognes dans AR,. Nous prendrons pour lui correspondre un 
svsicme de points choisis dans 0, de telle sorte quil se confonde avec le 
sysieme des points 9, 5’, 9” lorsque on transporte le triangle o, sur le tri- 
angle o pour les faire coincider ensemble. Nous ferons de m&me pour 


‘), ei e). 


N Sa” 

Les quatre aulres regions, R', R,, R,, R, ont leurs sommets inverses 
des preeedents. Les triangles correspondants o', Q,, Q2, Q, sont respectivement 
symelriques de 9, 0, ©. 


N 


0, par rapport au centre de la sphere: et l’on 
prendra pour correspondre respectivement aux sommets de R’, R,, etc. les 
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points de la sphere symelriques des points precedemment marques par rappor! 
au centre de la sphere. 

Sur les points ainsi determines nous pourrons former un reseau. qui 
par consiruclion, sera son propre symelrique par rapport au centre de la 
sphere ") Il sera en outre superposable a lui-meme de 12 manieres «dil- 
ferentes. En effet, si l'on fait lourner le reseau de maniere A amener un 
queleonque des quatre triangles 0, Q,, 0. 9, A la place occupee primitivemen! 
par o, les quatre triangles se remplaceront evidemment les uns les autres: des 
lors. en vertu de notre construction, tous les sommels a, b, ete. eontenus 
dans chacun d’eux remplaceront les sommels homologues a,, b,. elc. de celui 
qui oceupait precedemment la meme place. Les points symelriques de a. b. 
par rapport au centre de la sphere viendront done a la place qu'oceupaien! 
les points symelriques de a,. b,, etc. Tous les sommels seront done rem- 
places par leurs homologues, et le reseau sera superpose a lui-meme. 

Si maintenant on fait tourner le reseau autour du diamelre qui passe 
par 7. on pourra superposer le triangle o a lui-meme de trois manieres dif- 
[erentes. Les triangles 9,, 9. 0, seront permules entre eux, el dapres ce 
qui precede, le reseau sera encore superpose a lui-meme. On peut done le 
faire coincider avec lu-meme de 4.3 = 12 manieres dillerentes. 

2eme type. Tous les elements et aretes remarquables sont inverses ü 
eur-mömes. Il existe sie zönes pareilles, decoupant le polyedre en 24 regions. 

Tracons a la surface de la sphere qualre arcs de cerecle, joignant les 
sommets d’un tetraedre regulier. Par le centre de chacun des quatre triangles 
spheriques ainsi formes, menons 6 arcs de grand cercle, aboutissant aux som- 
meis du triangle et aux milieux de ses coöles. Nous aurons decompose la 
surface de la sphere en 24 triangles reclangles. Deux quelconques de ces 
iriangles conligus entre eux sont evidemment symetriques un de l’autre. Deux 
triangles contigus a un troisieme sont done superposables. Les 24 triangles 
se partagent donc en deux systemes, formes chacun de 12 triangles egaux. 

Nous pouvons elablir une correspondance entre ces triangles et les 
regions du polyedre P, qui s’enchainent les unes aux autres de la meme 
maniere, ainsi que nous l’avons vu. Soient A une de ces regions, 9 le tri- 
angle correspondant. A chaque sommet b de R, faisons correspondre un point 


*) On verrait ais@ment qu'il est @galement sym£trique A Jui-m&me par rapport 
au plan de chacun des trois cereles &, &', £". 
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7 de o. Si un sommet ce est inverse a lui- meme, il est situe sur la limite 
de R et d’une autre region AR’. On prendra pour lui correspondre un point 
situ sur lare de cercle qui separe les triangles correspondants 9 et o'. Enfin 
si ce point est A linterseclion de plusieurs zönes, on prendra pour lui cor- 
respondre lintersection des arcs correspondants. 

A chaque sommet b de A correspond un sommet pareil dans chacune 
des regions pareilles R,. R,, etc. On prendra pour lui correspondre les points 


des triangles correspondanis 0,, 0, ... qui viennent coincider avec b lorsque 


on deplace @,, ©, ... pour les superposer A 9. Aux autres regions R’, R, etc. 
inverses des precedentes, correspondent des triangles E', E,. ... symetriques 


des precedents par rapport au centre de la sphere. En ellfet, les sommets 
du tetraedre ont pour symetriques les milieux de ses faces: les milieux des 
areles sont symelriques les uns des aulres. Le triangle go ayant lrois de ces 
poinis pour sommets, le Iriangle symetrique par rapport au centre de la sphere 
aura encore trois de ces points pour sommels. Ce sera done l’un de ceux 
de la serie 0, @,, »- . elc. Ce triangle, que nous designerons par 0’, cor- 
respondra a une des regions inverses de R: cette region R’ contient un sommel 
b' inverse ä b: Nous prendrons pour lui correspondre le point 5’ symetrique 
de 5 par rapport au centre de la sphere. 

Le reseau pareil a P que nous formons ainsi est symetrique a lu - 
meme par rapport au centre de la sphere. (On verrait aisement quil l’est aussi 
par rapport a chacun des six plans bissecteurs des angles diedres du tötraedre.) 
Enfin si on le deplace de maniere a amener l'un quelconque des 12 triangles 
0, 0, ete. A la place occupee par o, les 12 triangles o, @,,.... etc. se suc- 
cederont les uns aux autres: leurs points homologues se succederont donc 
mutuellement. Leurs symelriques par rapport au centre de la sphere se suc- 
cederont de meme, et par suite le reseau sera superpose a lui-mäme. 


IV°. 
Recapitulation. 


Les resultats definitifs obtenus dans ce memoire peuvent etre formules 
ainsi quil suit: 

Theoreme I. La similitude de deux aspects direcis entraine celle 
des aspecls retrogrades correspondant aux m&mes sommets et aretes, et re- 
eiproquement. 
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Theoreme Il. Soit P un polyedre inverse a lui-meme. et qui de 
plus soit pareil a lui-m&me sous cerlains aspects directs en nombre p: on 
pourra determiner d’une infinit@ de manieres un polyedre 7, a faces planes ou 
gauches, pareil a P, superposable a lui-meme sous les p aspects relativemen! 
auxquels P est pareil a lui-meme, et qui sera, de plus, symelrique a lui- 
m&me par rapport a un plan ou a un point donne. 

Lemmes. Sile polyedre considere /P° presente des elements ou areles 
inverses a eux-memes, ils dessinent aulour du polyedre une ou plusieurs zönes 
continues. Ges zönes partagent le polyedre en un certain nombre de regions. 
Ces regions sont de deux especes seulement, deux regions contliguös clan! 
inverses l’une de l'autre. 

Si 4 zönes se coupent suivant un meme element, il y a une rotation 
de l’ordre k aulour de cet element: reciproquement, si un element est inverse 
a lui-meme et doue d’une rotation de l’ordre %, il s’y croisera % zönes. 

Il ne peut se couper plus de deux zönes suivant une arele. Toute 
arete suivant laquelle se coupent deux zönes est douce de symetrie de re- 
tournement. Reeiproquement, si une arete est inverse a elle-meme et douce 
de symetrie de retournement, il sy coupera deux zönes. 

Theoreme Ill. Tout polyedre inverse a lui-m&me appartient a un 
des 18 Iypes suivanls: 

jere elasse. Polyedres dont tous les aspects directs sont differents. Cette 
classe presente deux types de polyedres inverses a eux - memes. 

ie type. Il existe des elements et aretes inverses a eux-memes el 
situes sur une zöne unique Z. 

2eme {ype. Il n’existe ni elements ni aretes inverses a eux- memes. 

Yeme eJlasse, Polyedres symetriques par rotation. Cette classe fournil 
trois types de polyedres inverses a eux-meÄmes. 

1e type. Chacun des elements uniques S et T est inverse a lui- 
meme. L’ordre de la rotation etant k, on peut tracer aulour du polvedre 4 
zönes meridiennes se coupant aux deux pöles S et T. 

2eme type. S est liinverse de T et r&ciproquement. Il existe des 
el&ments ou aretes inverses A eux-memes et formant autour du polyedre 
une zöne equatoriale unique. 

Zeme type. S est linverse de T et reciproquement. Il nexiste ni 
element ni arete inverse a lui- m&me: k lignes geodesiques pareilles Z, L\,... L,_, 
convenablement tracees entre S et T, decoupent la surface du polyedre en 

44 ”* 
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k fuseaux pareils, partages chacun en deux regions inverses [une de l’autre 


par Iune des lignes A, ... A,_, inverses de L, ... L._.. 





seme elasse, Polyedres symeötriques par rotation et retournement. 








Type unique. Il existe deux zönes meridiennes se croisant suivanl 
element unique, et suivant l’arete a retournement. 








4tme eJasse, Polyedres symelriques par retournement. 




























le type. Chacune des aretes uniques S et T est inverse a elle- 
meme. Il existe deux zönes meridiennes se croisant suivant ces deux aretes, 
et decoupant la surface du polyedre en 4 regions. 

2ime type. Larete S est linverse de T et reciproquement. Il existe 
des elements ou areles inverses a eux-memes et formant autour du polyedre 
une zone &quatoriale. 

3ewe type. L’arete S est inverse de T et reciproquement. Il n’existe 
ni element ni arete inverse a lui-meme. Deux lignes geodesiques pareilles 
l.. L,, eonvenablement tracees entre S et T, decoupent la surface du polyedre 
en deux regions pareilles, partagees chacune en deux regions inverses l’une 
de Fautre par l'une des lienes 4, A, inverses de L et L.. 

szene elasse, Polyedres symetriques par rotation et renversement. 

1er type. Il existe # zönes meridiennes, se croisant aux deux pöles 
S et T, et partageant la surface du polyedre en 2% regions, dont chacune est 
homologue a elle-meme sous deux aspects directs differents. 

2eme type. Chacun des elements ou aretes remarquables est inverse 
a lui meme. Il existe, outre les k zönes meridiennes, une zöne equatoriale 
Le nombre des regions du polyedre est 4%. 

3ime type. Il existe un systeme de deux areles ä retournement in- 
verses ä elles- memes: et deux systemes, inverses l’un de l’autre, d’elements 
a rotation binaire. Il existe deux zönes meridiennes, qui se croisent suivant 
les aretes remarquables et parlagent la surface du polyedre en 4 regions dont 
chacun est homologue a elle-meme sous deux aspects directs diflerents. 

htme eJasse. Polyedres symetriques par refournement et renversement. 

[er type. Un seul des trois sysiemes d’aretes a retournement est in- 
verse a lui-m&eme. Il existe deux zönes meridiennes se croisant suivant les 
arctes de ce systeme et partageant la surface du polyedre en 4 regions dont 
chacune est homologue a elle-m&me sous deux aspects directs differents. 


2:me type. Chacun des trois systemes d’aretes ä retournement est 
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inverse a lui-m&me. Il existe trois zönes, passant chacune par deux systemes 
d’aretes remarquables, et partageant la surface du polyedre en 8 regions. 

zeme classe. Polyedres a symetrie tetraedrique. 

1® type. Les deux systemes d’elements a symetrie de rotation ternaire 
sont inverses l'un de l'autre. Les elements ou aretes a symetrie binaire sont 
inverses a eux-memes. Il existe trois zönes pareilles, se coupant deux a deux 
suivant ces elements ou areles, et divisant le polyedre en 8 regions dont chacune 
est sa propre homologue relativement a trois aspects directs differents. 

2eme type. Tous les elements ou aretes remarquables sont inverses 
a eux-memes. Il existe six zönes pareilles entre elles et divisant le polyedre 
en 24 regions. 

Stme eJasse. Polyedres ü symetrie cuboctaedrique. 

Type unique. Tous les elements ou aretes remarquables sont inverses 
a eux-memes. Il existe deux systemes de zönes l’un forme de 3 zönes 
pareilles entre elles, l’autre de 6 zönes pareilles entre elles. Ils divisent le 
polyedre en 48 regions. 

geme eJasse, Polyedres a symetrie icosidodecaedrique. 

Type unique. Tous les elements ou aretes remarquables sont inverses 
a eux-memes. Il existe un seul systeme de 15 zönes pareilles, divisant le 
polyedre en 120 regions. 

Observation. Lorsque deux zönes se coupent suivant une arete. 
une de ces zönes est longitudinale, et l’autre transversale A cette arete. 
Cette distinction permettrait d’etablir des divisions secondaires dans quelques-uns 


des types ci dessus. 
Paris, 1868. 
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Note sur la symetrie inverse des polyedres non | 
euleriens. 
(Par M. Camille Jordan & Paris.) 


Dans une note inseree au T. 66 de ce journal nous avons indique 
la maniere de repartir les surfaces polyedriques en especes correspondant aux 
diverses valeurs qui peuvent eire assignees A deux parametres m el »: nous 
avons en outre indique que les polyedres de l’espece (0,1) (ceux qui pre- 
senten! l’aspeet general d’un tore, par exemple) sont susceptibles de trois sortes 
de symetrie direcie, que nous avons appelees 

1°. Symetrie mn-aire 
2°. Symetrie mn -binaire 
3°.  Symelrie mn- quaternaire. 

Les parametres m et » pouvant chacun prendre toutes les valeurs en- 

tieres possibles, sauf dans le dernier cas, ou nous avons signal& une restriclion 





a laquelle ces valeurs sont soumises. 

En reprenant recemment la question, je viens de reconnaitre, que la 
vestrielion indiquee au lieu eite n'est pas suffisante, et qu’on doit avoir neces- 
sairement » = m, de sorte que la d@nomination de symetrie m»- quaternaire doit 
etre remplacee par la suivante: symetrie m -quaternaire. La valeur du parametre 
m peut dailleurs etre un entier quelconque. 

D’autre part, en appliquant la methode exposee dans le memoire ei- 
dessus a la recherche des symelries inverses de ces polyedres, on obtien! 
les resultats suivants. 

Si un polyedre d’espece (0. 1), et presentant la symetrie mn-aire, est 
en outre inverse a lui-m&me, trois cas pourront se presenter: 

1°. Aucun element ni arete nest son propre inverse. 

Soient dans ce cas A, « deux sommets inverses lun de lautre, et 
choisis aussi voisins que possible, L une ligne geodesique tracee entre A et 
a, L, L etc. les diverses lignes pareilles ou inverses a L que l’on peut tracer 
sur le polyedre. L’ensemble de ces lignes constituera m contours fermes K, RK’... 
ne se coupant pas eux-memes ni mutuellement: sur chacun de ces contours 
se irouveront » sommets pareils a A, et n pareils a «, qui se succedent, alter- 








Jordan, symetrie inverse des polyedres. 351 


nativement. Ües contours decouperont enflin la surface du polyedre en m rve- 
gions R, R’ annulaires, pareilles entre elles, et analogues a celles que m cercles 
meridiens determineraient sur la surface d’un tore. Chacune de ces regions 
R est inverse a elle-meme, et pareille a elle-m&eme sous » aspecls. Soil 
A une ligne tracce sur l’une des regions /t de maniere ä etre la plus courte 
possible tout en joignant entre eux deux sommels inverses B et 9. Les diverses 
liones pareilles ou inverses a 7 que l’on peut tracer sur la dite region formen! 
un conlour ferme /, ne se coupant pas lui-meme, et sur lequel se Irouveron! 
alternalivement 2 sommels pareils a B ei » sommels pareils a 9. Ce contour J 
partagera lanneau AR en deux anneaux parliels o et o’ inverses l’un de l’aulre ei 
dont chacun est pareil a lui-meme sous » aspeels. Enfin si » ne se reduil pas a 
l’unite, on peut tracer de l’un a l’autre des deux contours qui limitent l’un de 
ces anneaux, lel que go, » lignes geodesiques A, 4, .... ne se coupant pas elles- 
m&mes ni mutuellement et parlageant l’anneau en » regions quadrangulaires 
pareilles entre elles, et qui prises isolement ne presentent plus aucune symelrie. 

2° et 3°. Il existe des elements ou ardtes qui sont leurs propres inverses. 

Soit A lun de ces elements: tracons toutes les zönes Z, Z’ formees 
d’elements inverses a eux-memes et pareilles a celles qui passent par cel 
element. Elles seront en nombre m, ne se couperont elles-memes ni mu- 
tuellement, passeront chacune par m elements pareils a A et partageront la 
surface du polyedre en m regions R, R' annulaires et pareilles entre elles. 
Chacune de ces regions Ft est inverse a elle-meme, et pareille a elle-meme 
sous n aspecls. 

Si les regions AR ne contiennent aucun element qui soil son propre 
inverse, ce qui constituera le second cas, on pourra tracer dans chacune d’elles 
un contour ferme / la partageant en deux anneaux partiels o, 0’ inverses l’un 
de l’autre: enfin si » >> 1, chacun d’eux pourra eire decompose en » regions 
quadrangulaires pareilles par des lignes geodesiques joignant ensemble la zöne 
et le contour qui le limitent respectivement. 

Si les regions A contiennent des elements qui soient leurs propres in- 
verses, ces elements formeront dans chacune d’elles une zöne Y, qui la parlage 
encore en deux anneaux parliels g, o' inverses l’un de l’autre et d&composables 
chacun en » regions quadrangulaires pareilles par des lignes geodesiques joignant 
ensemble les deux zönes qui le limitent. 

Passons aux polyedres d’espece (0. 1) presentant la symetrie m»-binaire. 

Cing cas seront a distinguer. 








m 
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4°. Si aucun element n'est inverse ä lui-m&eme, on pourra tracer, 
comme dans le 1° cas de la symetrie mn-aire, 2m contours fermes K, K’,.... 
/ etc. partageant le polyedre en 2m regions annulaires 0, 0’, ... dont chacune 
sera linverse de ses voisines, el sera sa propre homologue sous 2» aspecls 
differents. Des lignes geodesiques en nombre 2» convenablement tracees d’un 
bord a lautre de chacun de ces anneaux le partagent en 2» regions quadran- 
oulaires pareilles de deux en deux. Chacune de ces regions sera sa propre 
homologue sous deux aspects differents et contiendra en son interieur un des 
elements binaires (ou des aretes A relournement) que renferme le polvedre. 

5° et 6%. Supposons quaucun des elements binaires (ou des arctes ä 
relournement) ne soil inverse a lui-m&me, mais qu'il existe d’autres elements 
inverses A eUX-memes. 

Soient A l'un de ces elements, Z, Z/, ... les zönes en nombre m qui 
passent par A et ses homologues: elles partagent le polyedre en m regions 
annulaires R, R’, ... qui pourront etre subdivisees chacune en deux regions 
1°. par un contour ferme tel que / si elles ne contiennent dans leur interieur 
aucun element qui soit son propre inverse: 2°. par une nouvelle zöne telle 
ue Y dans le cas contraire. Dans l’un et l’autre cas, le polyedre sera parlage 
en 2m regions 0, ©, .... dont chacune est liinverse de ses voisines, el qu’on 
peut partager comme dans le cas precedent en 2n regions quadrangulaires, 
pareilles deux a deux, et dont chacune est sa propre homologue sous deux 
aspects differents. 

7°.  Supposons que parmi les quatre systemes A, B, C, D d’elements 
binaires (ou d’aretes ä relournement) il en existe deux, A et B, inverses ä 
eux-memes, les deux autres, C et D, e&tant inverses l’un de l’autre. Les ele- 
ments inverses a eux-me&mes lormeroni deux systemes de zönes se croisant 
sur la surface du polyedre comme les meridiens et les paralleles d’un tore. 
Ces systemes conliendront respectivement m et 2n zönes. Les croisements 
successifs d’une zöne de l'un des systemes avec celles de l’autre systeme se 
[eront alternalivement suivant des elements appartenant alternativement a l’espece 
A et a llespece B. Les 2mn regions quadrangulaires sont de deux especes 
distinctes, reparties comme les cases blanches et noires sur un echiquier; 
chacune d’elles contient en son interieur un element de l’espece C ou de 
l'espece D, et sera homologue a elle-meme sous deux aspecis differents. 

On voit d’ailleurs aisement que pour que le cas ci-dessus puisse se 
presenter, 2 faut necessairement que m soit pair. 
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5°. Si cchacun des 4 systemes A, B, C, D est son propre homologue. 
les elements inverses a eux-memes formeront quatre sysiemes de zönes: 
1°. Un systeme S de m zönes meridiennes passant chacune par » elements 
A et n elements B qui se succedent alternativement sur son pourtour. 2°. Un 
second systeme S, de m zönes meridiennes respeclivement siluces dans linter- 
valle des pr&cedentes et passant chacune par » el&ments Ü et » elemenis D 
3°. Un systeme 8, de » zönes paralleles coupant celles des sysiemes 5 el 
S, suivant des elements A et C. 4°. Un systeme S, de » zönes paralleles. 
intermediaires entre les precedentes, et coupant les zönes S et S, suivant des 
elements 5 et D. Les 4 systemes de zönes ei-dessus partagent le polvedre 
en Amn regions quadrangulaires ayant chacune 4 sommets appartenanl respeclive- 
ment a chacune des 4 especes A, B, C, D. Chacune de ces regions est en- 
tierement dissymetrique: elles sont d’ailleurs iei encore de deux especes dislinctes. 
reparlies comme les cases blanches et noires d’un echiquier. 

9°.  Passons enfin aux polyedres d’espece (0.1) presentant la symelrie 
n’-qualernaire. Soient A le systeme d’elements binaires. B et Ü les deux 
systemes (delements quaternaires. Chacun de ces trois systemes sera inverse 
a Jui-meme et les elements inverses a eux-me&mes se lrouveront reparlis sur 
3 systemes de zönes dont le premier S est forme de m zönes meridiennes 
et m zönes paralleles se coupant mutuellement suivant les elements B. Le 
second systeme 8, est @galement forme de m zönes meridiennes el m zönes 
paralleles se coupant mutuellement suivant les elements C et traversant les 
preceedentes aux elements A. Ces deux sysiemes de zönes S el S, parlagen! 
le polvedre en 4m’ regions quadrangulaires. A deux sommels opposes de 
chacune delles se trouveront un element B et un element Ü, aux deux aulres 
sommels des elements A. Le troisieme systeme S, est forme de 2m zönes 
traversant diagonalement les regions precedentes de maniere a couper les zönes 
S et 5, aux elements DB et ©. Les regions dillerentes ainsi delerminces par 
les trois syvstemes de zönes S, S,, S, seront triangulaires en nombre Sm’: aux 
trois sommets de chacune d’elles seront situes un element A, un element BD el 
un element C: enfin deux regions contiguös de part et d’autre d’une meme 
zöne seront inverses l'un de l’autre. 


’aris, 1868. 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 

mit veränderlicehen Coefficienten. 

(Ergänzungen zu der im 66%" Bande dieses Journals enthaltenen 
Abhandlung.) 

(Von Herrn L. Fuchs.) 





Eınleitung. 


In Folgenden erlaube ich mir einige Ergänzungen zu meiner im 66stw 
Bande dieses Journals enthaltenen Arbeit zu liefern, und daran einige weitere 
Entwickelungen zu knüpfen. Die Sätze der $$. 4, 5, 6 der angeführten Ab- 
handlung ergeben sich aus der Untersuchung beliebiger linearer homogener 
Dillerentialgleichungen. eingeschränkt auf das Gebiet eines singulären Punktes, 
in welchem die Coellicienten eine gewisse Gestalt annehmen. Die bei dieser 
Untersuchung sich ergebenden Sätze stellen sich nicht bloss als die wahre 
Quelle der dortigen Entwickelungen dar, sondern gestalten auch anderweilige 
Anwendungen. Die bei der besonderen Form der Coefficienten aus denselben 
auf rationale Weise abzuleitende Gleichung wird mit der „Fundamental- 
sleichung”. welche aus den Coefficienten der Dilferentialgleichung auf trans- 
scendenle Weise gebildet ist. in engere Beziehung gesetzt, indem die Wurzeln 
der ersteren in Gruppen vertheilt werden. welche Gruppen einander gleicher 
Wurzeln der letzteren entsprechen. Die diesen Gruppen zugehörigen Integrale 
verlaufen in der Umgebung des singulären Punktes gewissermassen für sich 
selbst. so dass die abgesonderte Betrachtung derselben zu den Fundamental- 
eigenschalten der Integrale führt, ein Umstand, der sich schon bei der Unter- 
suchung der allgemeinen Form der Integrale in der Umgebung eines beliebigen 
singulären Punktes in der oben angeführten Abhandlung $. 3 kundgegeben. — 

iss wird gezeigt. dass die linearen nicht homogenen Differentialgleichungen 
sich unserer Untersuchung unterwerfen lassen. wenn man ihnen gewisse 
lineare homogene Dillerentialgleichungen zuordnet. Die sich dabei ergebenden 
Salze liefern auch ein wahres Kriterium dafür. ob für singuläre Punkte, in 
deren Umgebung die Coefficienten die oben angeführte besondere Form haben, 
in den Integralen einer Gruppe Logarithmen auftreten. Dieses bildet alsdann 
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den Ausgangspunkt zur Unterscheidung der wirklich sineulären Punkte von 
den nur scheinbaren einer beliebigen Differentialgleichung. 
Bei den Cilaten aus der oben angeführten Abhandlung möge das Zeichen 


A. eebraucht werden. 


8. 

In der eben erwähnten Abhandlung $.3 ist die Gestalt der Inteoralı 
der linearen Differentialgleichung 
d”; u, - 
a He Lee All, 
in der Umgebung eines singulären Punktes fixirt worden. in der Vorausselzune. 
dass die Coelfhieienten der Dilferentialgleichung in der Umgebung desselben 
Punktes eindeutig sind. Ist a ein solcher singulärer Punkt. so gehört zu 
demselben eine Gleichung A=0 des mt“ Grades. deren Coefficienten gewisse 
von der Natur der Dilferentialgleichung abhängige Constanten sind. welche wiı 
Fundamentalgleichung genannt haben (A. $.3 Gl. (6.)). Die Wurzeln der- 
selben w,. 5, ... ©, sind stels von Null verschieden. Sind nicht zwei 
derselben gleich, so ist gezeigt worden, dass es ein Fundamentalsystem von 


Intesralen y,. %:» --- Y,„ giebt von der Beschaffenheit. dass 


a.) (2—a) f, (a 148, ... m), 


\ 


wo k,= 5, logo, und %, eine in der Umgebung von «a eindeutige Function 
„ul ; ; - 
ist. — Wenn hingegen die Fundamentalgleichung mehrfache Wurzeln enthält. 


wenn z. B. w, eine Afache Wurzel derselben ist, so entspricht dieser Gruppe 
einander gleicher Wurzeln die Integralgruppe 


1 a 
2.) u,=(2-a)° =, (u |log (x — a)" = 1;2,... A), 


wo Y, in der Umgebung von a eindeutige Functionen von der Beschaffenheil 
sind. dass y,, als eine lineare homogene Function mit constanten Coeflicienten 
VON Sy» Pars- - - P. dargestellt werden kann. während die Grössen A. to.... h 
nur um ganze Zahlen differirende Werthe des Ausdruckes 5 logo, bedeuten. 
Die zu den verschiedenen Wurzelgruppen gehörigen Integralgruppen bilden 
zusammen ein Fundamentalsystem. Es ist daselbst ein Verfahren angedeule! 
worden, die lineare Abhängigkeit der Grössen y,, näher zu bestimmen. Hlaben 


nämlich die Grössen w,, dieselbe Bedeutung wie in A. $.5 Gl. (10.). so hal 


>” 
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man das System von Gleichungen: 


a a—1 


v en. b—1 7 
wS,(2ıi) Go = PIRURR TE 
2 . l 


| 


a 


u l 
o,2,(6—-1)(2ıi) "ya = I, WwsYfis 
3 \ d > Mi y- 





2 a h 4) b zn 2) a—1 si _ 2, 3. u. /. 
nn. _- ng A .\b—3 y 
Pe 2 (Fr) Y ab R Va EEE 


o,(a—1)2riy. = 


a,a—l P—1,0-1 9 


Aus der letzten ergiebt sich g,,, aus der vorletzten Y,.-ı, U. S. w.. endlich 
aus der ersten y, als lineare homogene Function der Grössen Y, deren erster 
Index kleiner ist als a. Ist y,, von Null verschieden, so folgt aus der letzten 
der Gleichungen (3.), dass auch 1» Pa» YPs3» » -- Pa... von Null verschieden 
sind. Setzt man daher in dieser Gleichung successive a=2,38.... a und 


multiplieirt die entstandenen Gleichungen, so erhält man 

l. (Zniw,)".1.2...(a —1)y. = Wa®a...-Oua-ı- Ps A. h. 

l. Der Covefficient von |log(x —a)]"" im Ausdrucke (2”.) des Elements 
„, ist entweder Null oder bis auf einen constanten Factor das Integral u,. 

Dieses Resultat lässt sich auch auf andere Weise herleiten, indem man 
direel den folgenden Satz beweist: 

I. /t V=o+elog(2—a)+%[log(z—a))+---+v,[log (x —a)]" ein 
Integral der Differentialgleichung (1.). und sind die Coefficienten v bis auf 
einen allen gemeinschaftlichen Factor (ce — a)“ in der Umgebung von a ein- 
deutige Funetionen, so ist auch der Coefficient der höchsten Potenz von log (c—a) 
ein Integral derselben Differentialgleichung. 

Substituirt man nämlich in der Differentialgleichung (1.) V für y, ordnet 
den erhaltenen Ausdruck nach Potenzen von log (x —a) und dividirt durch 
2 — a), so erhält man eine Gleichung der Form: 


5.) P+P,log(2—a)-+ P;[log(e—a)] + -+P,[log(z—-a)" = 0, 
wo Pı. Pı. Ps, ... P, in der Umgebung von «a eindeutige Functionen sind. 
Eine Gleichung dieser Form kann aber nur bestehen, wenn die Coefficienten 
der Potenzen von log (x —a) einzeln verschwinden. 

Denn da sie auch bestehen bleiben muss, wenn x eine beliebige An- 
zahl von Umläufen um den singulären Punkt « gemacht hat, so folgt: 


a)-+2kni) ++ P,[log (@—a)-+2kri)'=0 





6.) Pı+ P,llog (2—a)+2knil+P;|log (x 
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für jeden ganzzahligen Werth von k. Es entsprächen demnach einem be- 
stimmten Werthe von x unzählig viele Wurzeln z der Gleichung 


P,+Pıs+P,#°+--+P,s’ = 0, 


woraus bekanntlich folgt, dass die Coeffieienten P,. P,. P,,.... P, ver- 
schwinden. — Bezeichnet man aber die linke Seite der Differentialgleichung 1. 


mit D(y), so ist (@e—a)"P,=DCe,). Die Gleichung P,=0 drückt also aus. 
dass ®, ein Integral dieser Differentialgleichung ist. 

Es ist überdies ?, = D(v,)+Yy,. a=1,2,...r—1, wo y, eine linear 
Function der Grössen ®,.1> ©,:>» »-- ©, und ihrer Ableituneen ist. Die Glei- 
chungen ?,=0, a=0,1,2,...r—1 sind daher Differentialgleichungen für »,_; 
%,_ 0»... ©, durch welche man successive diese Functionen ermitteln kann 

Da jedes wie V beschaffene Integral eine lineare homogene Function 
mit constanten Coellicienten einer Integralgruppe (2”.) ist. so folgt umgekehrt der 
Satz Il. aus dem Satze Il. Jedes nicht wie NV beschallene Inteeral ist. als 
lineare homogene Function mit constanten Coefficienten der Integrale (2.) und 
2’.), eine Summe solcher wie V beschaffener Integrale. 

Zur Transformation eines Fundamentalsystems dient häufig der fol- 
oende Salz: 

II. Ist yı» Y:» -.. 9. ein willkürliches Fundamentalsystem, und sind 
Cs ©an ... ©, lineare homogene Functionen mit constanten Coefficienten von 


beliebigen n Elementen desselben yı, Y», .-- Y,: 
F) 0 = Ca Hs CET er 9 


derart. dass die Determinante 


Ce 
u | 
7 | 
nicht verschwindet, so bilden v,, ©. ... ©, Yarız :-- Y„ ein Fundamentalsystem 
Denn eine Gleichung 
(8.) AT 09446094 6.419214 ° + CuYn 0 


mit constanten Coefficienten wäre gleichbedeutend mil 


n n 
YıSsCı 7 en er; Yu-i C; « Cpn + C, +1° Y 11 + En + CuYm — U. 
Da aber Y,» %2, -.. %.„ ein Fundamentalsystem ist, so könnte diese Gleichung 


nur stattfinden, wenn die Coefficienten der verschiedenen y verschwinden 
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Setzt man aber die Coefficienten von %Yı, Y>» ... 4. der Null gleich, so folgt. 
dass entweder ,=G,='"=c,=0, und daher auch in (8.) e,,, =: =e,—=0, 
oder ©=0. Diese letztere Gleichung widerspricht aber der Voraussetzung 
Die Bedingung, dass die Determinante C nicht verschwindet, ist offenbar 
gleichbedeutend mit der Bedingung, dass eine Gleichung der Gestalt: 
Cv+0%+--+U,v, = (0. 


mit constanten Coeffcienten nicht stattfindet. 


2. 
Es werde in der Differentialgleichung 


n—1 —? 
d” y | dr Yy $ 0 
_ı TPp: et‘ 
- de” * « 








d”ı 
(1.) | 


/ de" Eu l Agm-1 
y= (r—a)z gesetzt, wo r eine beliebige Grösse. so geht dieselbe über in: 


d”z de—1z h dr?z 





PER, La 3 Iermiterm Fü 20 m—? EEE ET RER 
vo \ A ad) d.e" ı (A da, F l de"! + \T a / 2 da" - 2 
i dz 

| + (2—a | Pi Te Fr gi 0. 

| dx 
WO 

a—1/ \f we; 5} 
 (m—b)(m—b—1)..(m—a-+1) | 2 Sale 42 = 
3 ] \P, un <; \ - 1! . = i r(r—1 )...(r—a+b - l \z-a)'p,+ Ta) p, 
«), 0 WM, 
! 


(=). 
Wenn die Coeffiecienten p die Form haben p, = (2 — a)", wo q, in 
der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und endlich, so folgt aus (3.). 
dass P, ebenfalls in der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und endlich 
ist. Da die Differentialgleichung (2.) in die Differentialgleichung (1.) über- 
geht. wenn man 3=(r—a)"y setzt, so folgt umgekehrt, dass wenn die 
Grössen P, in der Umgebung von «a eindeulig, continuirlich und endlieh sind. 
die Ausdrücke p,(x—.a)* dieselbe Eigenschaft haben. Unter derselben Vor- 
ausselzung giebt es ein Fundamentalsystem von Integralen der Differential- 
gleichung 1.) Yı= Ya» - -. 9, dessen Elemente wie F beschaflene Functionen 
(A. $.6) und resp. zu gewissen Exponenten r,. 73. ... r,„ gehören. Diesem 
Fundamentalysteme entspricht ein ähnlich beschaffenes Fundamentalsystem der 


Differentialgleichung (2.) z,. 3. -..- 3„, dessen Elemente resp. zu den Ex- 
ponenten 9, =en—r,  =n—r, ... 0Q„=r„—r gehören. — Wir nehmen r 


so an. dass die letzteren Exponenten grösser als m sind. 
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Bezeichnet man mit 4, die Determinante des Fundamentalsystems 


Yız Y25 - + Ym, 80 ist (A. $.2 Gl. (3.)) 
Ei, 
A nen (e Jr: x 
Ist ebenso 4, die Determinante des Fundamentalsystems z,. 3:. 2... so ist 
R Fur. Ix 
R- a ('e v N a . 


wo C und Ü’ nicht verschwindende Constanten bedeuten. Da nun nach 3 


P,=mr+(2—a)p,, so folgt 


vr mi I [x 
A, = UC(c-—a e J : 
daher 
4.) I, = C’(z—-a)” 4,. 
wenn man Te setzt. Es ist von Wichtigkeit nachzuweisen. dass deı 
m(m— 1 
2 ars I ‚ {9} 
Ausdruck D, = J4,.(2— a “ —, wo Zr, die Summe der Exponenten 


Yı= Pos ».. 7, bedeutet, für x = a nicht verschwindet. Dieses ist (A. $.4) mil 
Hülfe der Productenform von 4, geschehen. Allein der dortige Beweis erforder! 
einige Erörterungen für den Fall, dass einige der Exponenten r kleiner als » und 
positive ganze Zahlen sind. Um diese zu vermeiden, beweist man nach (A.$. 1 
ETW ah 
aus der Productform von 4,, dass D, = A, 2 —a ir N 
die Summe der Exponenten o,, ©» ... 0, bedeutet, nicht verschwindet, da 
wir über diese Exponenten so verfügt haben. dass sie sämmtlich grösser als 
m sind. Aus der Gleichung Fo, = —mr+r, und Gleichung (4.) folet abeı 
D,= €C".D,., folglich ist auch D, für = a von Null verschieden. 


3. 
Sind die Coeffieienten der Diflferentialgleichung 
d” y | d" Iy | dr y 


(1.) a re a TA = N 


in der Umgebung des singulären Punktes a eindeutig. und die Integrale füı 
2 =«a nur so unstetig,. dass sie mit bestimmten Potenzen von (r— «@) mulli- 
plicirt endlich werden, bilden ferner %,. %>. ... 9, das den Gleichungen (2 
und (2°.) der N°. 1 entsprechende Fundamentalsystem von Integralen. so sind sie 
wie F (A.$. 6) beschaffene Functionen, die resp. zu den Exponenten r,. r,.... 7 


gehören mögen. Bezeichnet man wieder mit 4, die Determinante dieses 
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Fundamentalsystems, mit 4, diejenige Determinante, welche man aus 4, erhält. 














ER ’ d”; d” y, d” y,, ’ 
wenn man die «'® Verticalreihe durch Y: i Y: ch J ersetzt. so ist 
dx" ) de” > de" 

2, BR. ar We 

K, Pa oe / ( . S. . 7.))- 
Nun aber ist (A. $.4 II. und II.) 

mm —1 
—— Eee tg 
u“ 2 





D, = = 1,..: 


in der Umgebung von a eindeutig, endlich und continuirlich, und (s. die vor 


I1,(2—a) 
N.) D, für = a von Null verschieden, folglich ist 
D; 
D 
für r=a nicht unendlich. Man hat also den Satz: 





p.(-a)” = — 


Wenn die Integrale einer linearen homogenen Differentialgleichung füı 
einen singulären Punkt a, in dessen Umgebung die Coefficienten derselben ein- 
deutig sind, nur so unstelig werden, dass sie mit bestimmten Potenzen von 
(2—a, multiplieirt nicht mehr unendlich sind, so hat die Differentialgleichung 


in der Umgebung des Punktes a die Gestalt: 


MIR 


++ r_ Y = 0). 





m—]1 
d n Y Ei, r— a)" P 


\ | tu 
3. ) ze — a)" —— Pr 


(_na\m—1iDp 
/ d gm T \T a) I l 


da”: 
We Se FRE 2 5 


nd endlich sind. 


m 


in der Umgebung des Punktes a eindeutig, continuirlich 


Dieser Satz setzt nichts über die Beschaffenheit der Coeffieienten der 
Differentialgleichung und deren Integrale ausserhalb der Umgebung von a vor- 
aus. Man kann aber aus demselben den Satz in N°.4 Gl. (12.) der Abh. 
herleiten. Sind nämlich die Coefficienten der Differentialgleichung (1.) überall 
eindeutige Functionen, die in einer endlichen Anzahl von Punkten a, @....«, 
unstetig werden. und sind die Integrale für jeden dieser singulären Punkte 
a; nur so unstelig. dass sie mit bestimmten Potenzen von 2—a, multiplieir! 
nicht mehr unendlich werden, so folgt aus dem eben bewiesenen Satze, dass 
ps. W" für jeden endlichen Werth von x endlich ist, wenn man 

(—-4)(2—@)...(2e—-a,) = Y 
setzt. Wenn die Integrale ausserdem für x = x nur so unstetig werden, dass 
sie mit bestimmten Potenzen von x multiplieirt nicht mehr unendlich sind. so 


folgt auf dieselbe Weise wie für die übrigen singulären Punkte, dass p,x* für 


r=x nicht unendlich ist. Hieraus aber ergiebt sich, wenn man 


Pi w“ mr 0, 
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Q: “ a ar 
setzt, dass yo j für 2= x nicht unendlich ist. Da also Q, eine überall 


a(0—}) 


eindeutige, für jeden endlichen Werth endliche Funeltion ist. die für r— x 
höchstens von der Ordnung a(o— 1) unendlich wird. so ist (), eine vanze 
rationale Function höchstens vom Grade a(o—1). Hiermit ist aber die Form 


der Differentialgleichung (12.) in No. 4 der A. erwiesen. 





4. 
Wir haben (A. $.5 u. 6) bewiesen, dass der Differentialgleichung 

A.) @-a" 4 @-a) Po) I +2)" P,(2) I 4-1 P,(e)y—0. 
Saie Z8 da" dar j dam: ' en 
wo P,(x),. Plz), ... P„(xz) in der Umgebung von a eindeutige. endliche 
und continuirliche Functionen sind, ein Fundamentalsystem von Integralen 
Yin Mas >. Nm entspricht, dessen Elemente wie F beschaffene Functionen sind. 
die resp. zu den Exponenten r,. r;, ... r„ gehören, welche Wurzeln der 
Gleichung: 

ER r(r—1)...(r—m-+1)+P,(a)r(r—1)...(r—m+2 

äh +P:;(a)r(r—1)...(r-m+3)+--+P,(a) =. 


Umgekehrt ist der Exponent, zu welchem irgend ein wie F beschaffenes In- 
tegral der Differentialgleichung gehört, eine Wurzel der Gleichung (2.). 
Bildet man für die Differentialgleichung (1.) das Fundamentalsystem. 
welches in No. 1 unter (2.) und (2°.) angeführt worden. so enthalten die in 
demselben vorkommenden Functionen y, und 9, in ihrer Entwickelung nach 
Potenzen von 2—a nur eine endliche Anzahl von Potenzen von "r--a)'; die 
Elemente des Fundamentalsystems sind daher wie F beschaflene Functionen. 
Da nun die Grössen k, (No. 1) nur bis auf additive ganze Zahlen bestimmt 
sind. so wählen wir dieselben für die Differentialgleichung (1.) so, dass %, der 
Exponent ist, zu welchem das Element y, oder «, gehört. Hieraus folgt: 
l. Das —- 
Bey A) 


gleichung (1.) zugehörigen Fundamentalgleichung (A. $.3 Gl. (6.)) ist bis auf 





fache des Logarithmus jeder Wurzel der der Differential- 


additive ganze Zahlen eine Wurzel der Gleichung (2.). 
Ist 7 irgend ein Element des Fundamentalsystems 71. "3» - + + ms 
welches zum Exponenten r gehört, so ist 
n(2—-a)" = w+wlog(ce—-a)+w;[log(e—a)” + -+w;,[log(2 a)”, 
Wo %,, %n.... %, in der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und endlich 
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sind. Daher kann die lineare homogene Funclion der Elemente des Fun- 
damentalsystems (2.) und (2°.) der No.1 mit conslanten Coeffieienten, durch 
welche ; dargestellt wird, nur diejenigen Elemente dieses Fundamentalsystems 
enthalten, deren zugehörige Exponenten sich von r nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, also die Elemente einer Gruppe (2°.) in No.1. Hieraus folgt: 

ll. Das 2nifache jeder Wurzel der Gleichung (2.) ist der Logarithmus 
einer Wurzel der der Differentialgleichung (1.) zugehörigen Fundamentul- 
gleichung (A. $.3 Gl. (6.)). 

Aus dem Satze I. folet. dass verschiedenen Wurzeln der Fundamental- 
sleichung solche Wurzeln der Gleichung (2.) entsprechen, die weder gleich, 
noch um ganze Zahlen von einander verschieden sind. Umgekehrt folet daher 
aus dem Satze 1l.,. dass jeder Gruppe von Wurzeln der Gleichung (2.), die 
entweder gleich, oder um ganze Zahlen von einander verschieden sind. eine 
Gruppe gleichvieler einander gleicher Wurzeln der Fundamentalgleichung 
entspricht. Es sei eine solche Gruppe von Wurzeln der Gleichung (2. 
Pi» Pan... 7, —= (R). so geordnel, dass der reelle Theil irgend einer derselben 
nicht kleiner ist als der reelle Theil irgend einer nachfolgenden, so giebt es 
ein Integral o,, der Gestalt 2, = (2 —a)'gy, wo Y in der Umgebung von «a 
eindeulie,. econtinuirlich und endlich und in «a von Null verschieden ist. Der 
Beweis hierfür ist genau übereinstimmend mit dem Beweise des Satzes, dass 
ein derarliges Integral derjenigen Wurzel der Gleichung (2.) zugehört, deren 
reeller Theil nicht kleiner ist, als der reelle Theil irgend einer anderen Wurzel 
(A. 8.5). Denn es genügt die hier über r, gemachte Vorausselzung, um 
das. worauf es bei diesem Beweise ankommt, festzustellen, dass nämlich der 
Coelfieient von e,,, in Gl. (5.) der A. $.5 für keinen ganzzahligen positiven 
Werth von % verschwindet. 

Setzt man in die Differentialgleichung (1.) y=ofade, so gehört der 
p', 
wo g' dieselben Eigenschaften wie g hat. Setzt man in die letzterhaltene 


n—1 


Dilferentialgleichung für z ein Integral z, an, der Gestalt 3, = (r—a)'” 


Dilferentialgleichung 3 = sı/ td, so gehört der Differentialgleichung für f ein 


ry—r 


Integral #, an. der Gestalt 4, = (2z—- a) """g, wo g dieselben Eigenschaften 


wie g hat. Fährt man so fort, so erhält man eine Differentialgleichung der 


non-i—1 (—1) 


Ordnung m— (4—1). der ein Integral w, = (2 —a) Y angehört. 


wo 7 dieselben Eigenschaften hat wie y. Alsdann sind », = nfzıde. 


e, ofzdeftde, iu, Oi fa: dc /t dx ... [wıda Integrale der Dilferen- 
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tialgleichung (1.). welche resp. zu den Exponenten r,. r;. r, eehören 
(A. $.5 u. 6). 

Bezeichnet man diejenige Funetion, in welche eine beliebiee Funetion 
f(x) nach einem Umlaufe um « übergeht, mit [f(x)\. so ist von einer Funetion 


F, wie sie in der A. $.6 charakterisirt ist. ersichtlich. dass sie die Eieen- 


schaften 

d rrı! dF 4 RB REP a 4 

—If} = 1-1 und /ı# dx | /H de | -Gonsi 

da dr J. 
besitzt. Da aber Ci» 21» t, m 2 ü f De» 9. Os. : R , ©. Wie l- heschaflfene 
Funetionen ‘A. $. 6) und ausserdem #, (2 —a %, Li -.. ©, in der Um- 

. . . . . D, 7" . Ä 

sebung von a eindeutig sind. so folet. dass auch —-. _... wie F bhe- 


schaffene Funetionen sind und daher 


B v, | u Pe | dv, 
de v3 dx iM. de © ) 


I 1 l 


Durch Integration ergiebt sich 


wo Ü eine Constanle bedeutet. 

Entspricht nun der Gruppe {R) die Gruppe (W) der gleichen Wurzeln 
der Fundamentalgleichung: &, = m, = +-—w,. so ist #, = w;r, Daher er- 
ojebt die letzte Gleichung: 

3.) %' = w,9%+W,r,, 


wenn man (wow, = @, setzt. Ferner ist 
. v, ' d o,Y E » N ü . » f N Bet, 7 
Fr e — de 2: n. [z1/ de] 2 | J de 2 ji dert, 
— S} | Stnde+ 6) == sfhhde +6, 2} . 


wo C, eine neue Constante. Durch Integration folgt: 


N ! . . ä , i N Y 
[| —_ Cfzıde +/zıda tdce+Ü,. 


1 
wo (, eine fernere Constante. Daher ist 


(4.) [03] — 9,0 +9W30ı 7 W,%;, 


wenn man 0,0, =. (,®, = w„ setzt. So fortfahrend findet man 


(el — Wut; + 0% %+ Ü; - V,U; 
(9.) | 
\ [v;] —_ Wut, +9W2%+ ... —-W,d;. 
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Vergleicht man die Gleichungen (3.), (4.), (.) mit den Gleichungen (10.) 
(A. $. 3). so folgt, dass man die Integralgruppe ®,, %,...e, mit derjenigen 
der #1» %» ... a (N°.1 (2°.)). welche der Gruppe (W) der Wurzeln der 
Fundamentalgleichung entspricht, identifieiren kann. Hierdurch sind aber die 


Exponenten 4,, Ay. ... A, bestimmt, derart, das k,=nr. u =n,... kh=r,. 
Zwischen den Integralen o,. ©, ... ©; findet keine lineare homogene Relation 


mit constanten Coeflieienten statt. Dieses folgt ebenso wie in A. $.2 Gl. (8.). — 

Fasst man das Vorhergehende zusammen, so ergiebt sich 

Il. Vertheilt man die Wurzeln der Gleichung (2.) in Gruppen (R, 
derart, dass jede Gruppe einander gleiche oder von einander um ganze Zahlen 
verschiedene Wurzeln enthält, so entspricht jeder dieser Gruppen eine Gruppe (W, 
gleich vieler einander gleicher Wurzeln der Fundamentalgleichung. Das 2ni- 
fache der Wurzeln einer Gruppe (R) ist ein Logarithmus der Wurzel der ent- 
sprechenden Gruppe (W). 


Ferner: 
IV. Jeder Gruppe (R) mit den Wurzeln r,, r,..... r,; entspricht eine 
Gruppe von wie F beschaffenen Integralen u,. %, ... u, derart, dass u, zum 


Exrponenten r, gehört. Sind die Wurzeln r so geordnet, dass der reelle Theil 
irgend einer derselben nicht kleiner ist als der reelle Theil irgend einer nach- 
folgenden, und ist w eine der gleichen Wurzeln der dieser Gruppe entsprechenden 
Gruppe (W), so ist es möglich das System der Integrale u,,. %, ... u, so zu 


gestalten, dass 
6.) [u] = wu tw. +. +W. tw, (a=1,2,...)) 


WO Ds Os ».. Constanten sind. Die Integrale selbst haben die Gestalt 


a 
nr _ f ‘ N 
—4) "Pas log\x— a)]" = 1,.2,...42), 


T ie 


\ / \ 
WO Pain =: Pa in der Umgebung von a endlich, eindeutig und continuirlich 


und für ea nicht sämmtlich Null sind. Die Functionen (c-a) "ya (b=2,...) 


lassen sich durch die Functionen (c—a) "ya (b=1,...2), wo <a, linear, 
homogen und mit constanten Coefficienten ausdrücken. Insbesondere ist 
Pan = Lonst. Yıı- 

Zwischen den Integralen ein und derselben Gruppe findet keine lineare 
homogene Relation mit constanten Coefficienten statt; die Gesammtheit der 


(Gruppen bildet ein Fundamentalsystem. 
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% 


. y . ; g a‘ r 
Aus dem Umstande, dass die Funetionen (r—a) 'y, (b=2.... 4) sich 


linear, homogen und mit constanten Coefficienten durch die Functionen 
(2a) "pas (b=1,...)), wo "<Za, ausdrücken lassen, folgert man. dass 
dieselben zu Wurzeln der Gruppe (#2) als Exponenten gehören, deren Index 
kleiner ist als a, deren reeller Theil also grösser ist als der reelle Theil 
von r,,. wenn nicht Wurzeln derselben Gruppe (AR) einander gleich sind. Da 
nun «, zum Exponenten r, gehört, so gehört nothwendigerweise y,(r—a)" 
zum Exponenlen r,, und g,, kann nur verschwinden, wenn Wurzeln derselben 
Gruppe einander gleich sind, da ausserdem die Integrale (7.) nicht identisch 
Null sind. Man hat daher den Satz: 

V. Sind die Wurzeln einer Gruppe (R) von einander verschieden. 
so fehlt in keinem Elemente der zugehörigen Integralgruppe (T.) das vom 
Logarithmus freie Glied, und zwar gehört dasselbe zu demjenigen E.xrponenten, 
welchem das Integral selbst zugeordnet ist. 

Ist » 
lineare homogene Function mit constanten Coeffieienten nur von denjenigen 


; ein wie F beschaffenes Integral, so ist dasselbe offenbar eine 
Elementen des Fundamentalsystems des Satzes IV., welche ein und derselben 
Wurzelgruppe (Z2) entsprechen, und zwar derjenigen, welche den Exponenten. 
zu welchem ») gehört, enthält. Ist derselbe r;, während r,, r3....r2_1» Farıs--- 7, 
die übrigen Wurzeln der Gruppe (A) vorstellen, deren Elemente wie im 
Satze IV. geordnet sind, sind ferner @,, %, ... a; die der Gruppe (R) ent- 
sprechende Integraleruppe (Gl. (7.)), so ist zunächst 
(&.) nn = u tr%%+...+6,%;. 

WO Cs €» ».. €, Conslanten sind. Sind nicht zwei Wurzeln der Gruppe 
einander gleich, und multiplieirt man diese Gleichung mit (r—a) '*, und 


. f ng 3 wer y 
setzt 2=a, so erhält man O=c,u,(2—a) * (für e=a). Da aber der Factor 
von c, von Null verschieden ist, so folgt, dass ce, verschwindet. Dieses vor- 


ni 


9.) mit (2 —a auf 


ausgesetzt folgt durch Multiplication der Gleichung (8.) 


\ 
dieselbe Weise, dass e,_, verschwindet. Und so fort bis e;,,. Man hat daher: 
(9.) n = Co +G%+'"+C3U: D.h. 

VI Ist (R) diejenige Wurzelgruppe des Satzes IV.. welche den Ex- 
ponenten r, enthält, zu dem ein wie F beschaffenes Integral m gehört, und sind 
nicht zwei Wurzeln in (R) einander gleich, so ist n eine lineare homogene 
Function mit constanten Coefficienten nur von denjenigen Elementen der der 
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Gruppe (I) entsprechenden Integralgruppe des Satzes IV.,. deren zugehörige 
Exponenten einen nicht kleineren reellen Theil als r,; haben. 

Da die vom Logarithmus freien Glieder in ,, u, ... #@, sämmllich 
von Null verschieden sind und zu verschiedenen Exponenten gehören. so 
folgt auch: 

VI. Sind nicht zwei Wurzeln in (R) einander gleich, so ist der com 
Loyarithmus freie Theil von 7 von Null verschieden, und gehört mit 7 zu dem- 
selben Exponenten. 

Da jedes Integral. als lineare homogene Function mit constanten Üo- 
effieienien der Elemente des Fundamenlalsystems des Satzes IV.. eine Summe 
von wie F beschaffenen Integralen ist, die zu verschiedenen Exponenten ge- 
hören. so ergiebt sich ferner: 

\ill. Sind die Wurzeln der Gleichung (2.) von einander verschieden. 
so enthält jedes Integral ein von Logarithmen freies Glied. 

Eine unmittelbare Folgerung aus dem Satze VII. ist der Salz: 

IX. Sind die Wurzeln in (R) von einander verschieden, so ist deı 
vom Logarithmus freie Theil eines mit Logarithmen behafteten wie F beschaffenen 
Integrals 7, dessen Exponent in (Rt) enthalten ist, kein Integral der Differential- 
gleichung (1.). 

Denn ist dieser vom Logarithmus freie Theil {, so würde 7 —[ zugleich 
mit Z ein Integral der Differentialgleichung (1.) sein: dieses ist aber nach 
S. VII. nicht möglich. da in y—Z der vom Logarithmus freie Theil verschwindet. 

Eine ähnliche Folgerung für den vom Logarithmus freien Theil eines 
beliebigen mit Logarithmen behafteten Integrals ergiebt sich aus Satz VIII... wenn 
die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung (2.) von einander verschieden sind. 

\. Sind die Wurzeln r,, 73, ... r, einer Gruppe (R) von einander 
verschieden, und ©, ©. ... ©, irgend welche wie F beschaffene Integrale. 
welche resp. zu diesen Wurzeln als zu ihren Exponenten gehören, so ist eine 
(rleichung: 

10.) 9 +9%+...+0t0; = 0 
mit constanten Coefficienten nicht möglich. 


Denn sind die Wurzeln r,. 73. ... r, wie im Satze IV. geordnet, und 





. .o. . a) . / . 2 —-r} . .. 
multiplieirt man die Gleichung (10.) mit (@—a) ’, so verschwinden für © = «a 


alle Glieder bis auf (r—-a) *v,. dan—rı, n—rjs ... N_ı—r; positive 
ganze Zahlen sind. Daher ist e,=0, und die Gleichung (10.) geht in eine 
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ähnliche Gleichung zwischen ®,, ©. ... ®;_, über. Es wird nun ebenso ve- 


zeigt, dass in dieser e,_, verschwindet; u. s. w. 

Da ein wie F beschaffenes Integral eine lineare homosene Function 
mit constanten Coefficienten der einer Wurzelgruppe (Zt) entsprechenden In- 
tegrale des Satzes IV. ist, welche den Exponenten, zu dem F gehört. enthält. 
so kann man nach Satz Ill. $. 1 und Satz X. d. $ in dem Fundamental- 
system des Satzes IV. diese Integralgruppe durch eine beliebige Gruppe gleich- 
vieler wie F beschaflener Integrale ersetzen, deren zugehörige Exponenten 
resp. mil den Wurzeln in (/?) identisch sind. vorauspoesetzit. dass nieht zwei 
dieser Wurzeln einander eleich sind. 


Aus den Gleichuneen 


RENTE cf aıde, iu. Yu cfzideft, de, 


_ EEE f3: daft, dee... [w,da 
ergiebt sich analog wie (A. 8.6 No. 2): 

Xl. Sind zwei Wurzeln in (R) einander gleich, so ist die dieser Grupp: 
entsprechende Integralgruppe des Satzes IV. nothwendig mit Logarithmen behaftet 

Eine Integralgruppe dagegen, welche einer nur verschiedene Wurzeln 
enthaltenden Gruppe (Z?) entspricht, kann von Logarithmen frei sein. 

Die Coeflicienten der Fundamentalgleichung (A. $. 3 Gl. (6.)) hangen 
von den Constanten der Dilferentialeleichung im Allgemeinen auf Iransscendente 
Weise ab. Es ist bemerkenswerth, dass für einen singulären Punkt a, in 
dessen Umgebung die Diflferentialgleichung die Form der Differentialgleichung 
1.) hat. die Fundamentalgleichung durch die Gleichung (2.) ersetzt werden 
kann, deren Coefficienten auf algebraische, rationale Weise aus den Constanten 
der Differentialgleichung gebildet sind. Der Zusammenhang zwischen beiden 
Gleichungen ist derart. dass das 2rwfache der Wurzeln der Gleichung (2. 
als die Logarithmen der Wurzeln der Fundamentalgleichung angesehen werden 
können. — Da die Exponenten, zu welchen die Integrale (7.) gehören. aus 
der Fundamentalgleichung (A. $. 3 Gl. (6.)) nur bis auf additive ganze Zahlen 
sich ergeben, und erst aus der Gleichung (2.) vollkommen bestimmt werden. 
so scheint es zweckmässig. die Gleichung |2.) die determinirende Fundamental- 


gleichung der Differentialgleichung (1.) zu nennen. 
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ns 


od. 


Es sei 


d”y dr—iy a a | 
1.) Po Ir IP gm +Pp: gm—? trat q — 0 


eine nicht homogene lineare la mit veränderlichen Coeffi- 
cienten, und es werde zur Abkürzung 


+ tn at tpy = Y 
gesetzt. Differentiirt man die Gleichung (1.), multiplieirt die entstandene Glei- 
chung mit q und subtrahirt von derselben die mit = multiplieirte Gleichung 
(1.),. so erhält man 
2) ZN =0 


oder 
dm Iy a ay | dr—iy 


a | 
N dem ug dar 4 72 Jen I 


(8.) + rar = 0, 


eine homogene lineare Differentialgleichung der m+1t!er Ordnung, deren Coef- 
ficienten bestimmt sind durch die Gleichungen: 


dpa | dloggq 
iu \ rar = (Be a Er Mer (2—4), (a=0,1,...m—1), 
w Apm dlogq 
| N, — Po \d a), N n+1 — (7 dx _— Fu dx '\(@ Zi a . 


Aus der Differentialgleichung (2.) folgt durch Integration: 

9.) Y= (gg, 
wo C eine willkürliche Constante. — Ist y ein Integral der Differentialglei- 
chung (2.) oder (3.),. und ist der ihm entsprechende Werth der Constante 
© in der Gleichung (5.) gleich Null, so ist y auch ein Integral der Differential- 





eleichung: 
ary dr—i; uT 
(6) Y=pm- 2 +P 7a +" tpuy = - VÖ, 
Ist die dem y entsprechende Constante C von Null verschieden, so ist - 


ein Integral der Differentialgleichung (1.). Umgekehrt sind die Integrale der 
letzteren Dilferentialgleichung Integrale der Differentialgleichung (3.), welche 
dem Werthe der Constanten C= —1 der Gleichung (5.) entsprechen; und die 
Integrale der Diflerentialgleichung (6.) sind Integrale der Differentialgleichung 


(3.), welche dem Werthe der Constanten C=0 der Gleichung (5.) entsprechen. 
Demnach hat man den Satz: 
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l. Jedes Integral der Differentialgleichungen 1.) und 6.) ist ein 


Integral der Differentialgleichung (3.). Umgekehrt ist jedes Integral der Dif- 


. 
F 


ferentialgleichung (3.) 


. 
J 


entweder ein Integral der Differentialgleichung (6.) oder 
his auf einen constanten Factor ein Integral der Differentialgleichung 1.). 

Die Untersuchung der nicht homogenen Differentialeleichune (1.) ist 
hierdurch auf die Untersuchung der beiden homogenen Diflerentialeleichungen 
(3.) und (6.) zurückgeführt. 

Es seien nunmehr die Coefficienten der Differentialeleichune /6.) in der 
Umgebung eines singulären Punktes a eindeutig, und die Integrale derselben 
für =a nur so unstetig, dass sie mit bestimmten Potenzen von 2—a multi- 
plieirt nicht unendlich sind, so ist: 


m 


“.) pm = (2r-a)”, ern kei ...W), 


wo P, in der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und endlich ist ($. 3). 


dlogg . : Ba 
Ist - a in der Umgebung von a eindeutig, so sind die Coeffhieienten der 
S - 


Differentialgleichung (3.) ebenfalls eindeutig. Sollen die Integrale der Dil- 
ferentialgleichung (1.) dieselbe Eigenschaft wie die Integrale der Diflferential- 
gleichung (6.) haben, so gehört dieselbe Eigenschaft nach Satz I. auch den 
Integralen der Differentialgleichung (3.) an. Es ist daher (nach $. 3): 


e) neh, Ns lat (a=Qyl,... m), 


wo R,., in der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und endlich ist. Aus 
den Gleichungen (4.), (7.), (8.) folgt: 


dP, 6 log q 


R,ı=(- a)“ P, + (m—a)P,+P,.ı (a=0,1,...m—1), P,=1. 








de da 
A fdP ,„ dlog 1] 
R.-ı — 2—a)| dx 1 m dr i 
i dlos« llor -P —R 
Insbesondere ist für a=0, R=—(r—a) —+m+P,, also — 3? — — nn: 


dx 2 —a 


Daher hat q die Gestalt: 
9.) q = (2-a)".D, 
wo Q in der Umgebung von a eindeutig, endlich und continuirlich und in «a 


nf ® . dlog ) 
von Null verschieden ist. Setzt man — 





—s$, so hat man 


/ IP, 
\R.:ı — Pa + m—a—u)P,+(T2—sP,)(2—a) (a=0,1,..m—1) 


410.) | 
Ir, = — Mn P.+ dP, 


dx 





—sP,)(x — (\. 
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Man hat daher den Satz: 


ll. Sollen die Integrale der Differentialgleichungen (1.) und (6.), in 
dlogyq 
de 
nur so unstelig sein, dass sie mit bestimmten Potenzen von c—a multiplieirt nicht 
mehr unendlich werden, so haben die Integrale der Differentialgleichung 3. 
dieselbe Eigenschaft. Die Coefficienten der Differentialgleichungen (1.) und 6. 
sind alsdann durch die Gleichungen (7.) und (9.), die Coeffieienten der Dif- 


welchen Pus Pıs - : - Pas in der Umgebung von a eindeutig sind, für =u 


ferentialgleichung (3.) durch die Gleichungen (8.) und (10.) bestimmt. Sind 
umgekehrt die Coefficienten der Differentialgleichung (1.) durch die Gleichungen 
7.) und (9.) bestimmt, so haben die Integrale derselben zugleich mit den 
Integralen der Differentialgleichungen (6.) und (3.) die Eigenschaft mit be- 
stimmten Potenzen von z—a multiplieirt für e=a nicht unendlich zu werden. 

Aus dem Vorbergehenden ergeben sich noch folgende Sälze. welche 
Verallxemeinerungen von No.4. und 5. der A. sind: 

Ill. Sind die Coefficienten der Differentialgleichung (1.) nur für eine 
endliche Anzahl von Punkten a,. a. ...a, unsletig, überdiess ps. Pı» Pr» ---Pn» 
— überall eindeutig, und sollen die Integrale der Differentialgleichungen (1. 


und (6.) mit bestimmten Potenzen von z—a, und x multiplieirt resp. für 2 = a, 


und e = x nicht unendlich werden, so ist: 
\ Pi — w", P: h air? F.. N (a le | s 2. #1 m i 
q= Cl -a)" EC —-)"...(2-a,) ', 


wo w= (27—4) (CM)... (8 —4a,) C, U, Mr,... u, constante Grössen und F 
eine ganze Function höchstens von dem Grade n bezeichnet. 

Denn da die Integrale der Diflferentialgleichung (6.) die verlangte Eigen- 
schaft haben sollen, so müssen zunächst nach $. 4 der A. p, und p, die in den 
Gleichungen (11.) angegebene Form haben. Nach Satz II. haben aber auch 
die Integrale der Differentialgleichung (3.) die im Satze angegebene Beschaffen- 
heit, daher ist wieder nach $.4 der A. 


x, 


2 — 2 den m I 
r, de w".F,- . r, Sun Ti 5 


wo F,_, eine ganze Function höchstens von dem Grade o—1 bezeichnet. 
Es ist aber 


n ln l] oO’ 1 7 Il 5 
u |: + m | Mrs [m HF ap. 02q w”, 








dx . 


dx 
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Also 
r en dlo 
Pu |m 8 EEE "Pihaerc. A 
dc da 
oder 
’ dlog« + FF dloo 
12. / u Pi 1m er ° j 
dr 7 dx 


woraus die im Satze für q angegebene Form hervorgeht. 

Umgekehrt: IV. Jedes Integral der Differentialgleichungen 1.) und (6 
deren Coefficienten durch die Gleichungen 11.) bestimmt sind, hat die Kigen- 
schaft mit bestimmten Potenzen von z—a, und x multiplieirt für 2 = a, und 
r—=x resp. nicht unendlich zu werden. 

Der Nachweis wird geführt. wenn man den Satz II. für jeden deı 
singulären Punkte a,. @&. ... a, anwendet, und um ihn auch für = x an- 
wenden zu können. in der Differentialgleichung (1.) mit den dureh Gl. (11. 
bestimmten Coeflicienten x = “ subslituirt. und alsdann den sineulären Punkt 
Null betrachtet. 

©. 
Setzt man in dem Ausdrucke 


„d”y 


dr” 


ud z ar—:y 
c—a P,(x She + P.l2): 4. 


m—1 a» f 
za / EL) u— — 
l dem! R dr" 


Y‚=(2—a)' 


wo die Grössen P in der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und endlich 
sind. y= z—a) fix. wo e eine beliebige Grösse und f(x, eine in der Um- 
sebung von a eindeutige.. continuirliche und endliche Function von der Be- 
schaffenheit ist. dass 7= (2 —-a) fx) kein Integral der Differentialgleichung 
Y—=0 ist. so lässt sich die resultirende Function auf die Gestalt (re —a).0 
bringen. wo u eine bestimmte Grösse und O in der Umgebung von «a ein- 
deutie. eontinuirlieh und endlich und in «a von Null verschieden ist. — Die 


Differentialgleichung 
(1.) Y—(2r—-a).QO = 0 


hat alsdann das Integral 7 = (r— a) fx). 
I. Es sei Yı» Ya, -.- Ym ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung 
ram Em? 
so ist das System der Integrale n, Yı, Y2» -.- Y. ein Fundamentalsystem der 
Differentialgleichung m-+ 1 Ordnung 


d” r 'y 
de" 4-1 


u ur | dr—iy 
2 —-s”" Rl2)-— +2 - ut "Rz . ı.. 
ze: / ı( F2 \ - en 





(e— a)” 


\ 
| 


++R,..([2).%9 = 0, 
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DO 
| oh ' dP,(x a 2 | 
Ru.) = Pay) Hmm) Pat ER Pa) (aa) (@=0,1,.m-1) 
AN, 
\. [U ne) dlog Q 
A: u 2 m I ıY \ : u: 
| R„.ı=—ul m LT) +[ de y si m | (C—4), $ — u. = B 
Denn nach dem Satze I. des vorigen $. ist zunächst jedes der Integrale 
"» Yıs M2s >» - Y„ ein Integral der Differentialgleichung (3.). Es kann aber 


eine Gleichung der Form Cy+e,y,+GY2-+'''+c,y„= 0 nicht bestehen, ohne 
dass die constanten Coefficienten derselben verschwinden, da ; kein Integral 
der Differentialgleichung (2.) und Yı, %2, ... 4%. ein Fundamentalsystem der- 
selben sind. — 

Von der Differentialgleichung (1.) wollen wir sagen, sie sei der Dif- 
ferentialgleichung (2.) durch die Substitution y= (a —a) f(x) zugeordnet. Die 
(Grösse u heisse der Index der Substitution. 

Die zum singulären Punkte « gehörige determinirende Fundamental- 
sleichung der Differentialgleichung (3.) ist: 

(9.) Zr rl) (r—2)...(r—m-+a)R,(a, + R..ı(a) = 0, 
wo Ruia)=1 zu setzen ist. Diese Gleichung ist nach den Gleichungen (4.) 
oleichbedeutend mit: 


mn 


Zur r—1)(r—2)...(r—m+a)[P,(a)+(m—a—u+1)P,_,(a)]—uP,(a) =. 


wo wieder P,(a)=1 zu setzen ist. Diese Gleichung lässt sich umformen in: 


m—l 


6.) (ir—u) =; rır—1)(r—2)...(r—m+b+1)P,(a)+P,(a)] 


Nun aber ist 


m—1 
7.) Z,r(r—1)(r—2)...(r—m+b+1)P,(a)+P,(a) — (0) 

die determinirende Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (2.). Also: 

ll. Eine Wurzel der determinirenden Fundamentalgleichung der Dif- 
ferentialgleichung (3.) ist gleich u, die übrigen m Wurzeln genügen der deter- 
minirenden Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (2.). 

Das Resultat der Substitution von y = (r—a)f(x) in Y hat die Form 
(@—aw(x),. wo w(x) eine nach positiven ganzzahligen Potenzen von z—a 


0 


fortschreitende Reihe ist, in welcher der Coefficient von (e—a)' mit der linken 





Seite der Gleichung (7.) übereinstimmt, wenn man in dieselbe r = 


& setzt. 
Dieser Coefficient ist Null oder von Null verschieden, je nachdem & eine Wurzel 
der Gleichung (7.) ist oder nicht. Daher: 
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Il. Ist e nicht einer Wurzel der Gleichung (T7.) gleich, so ist der 


Index der Substitution u gleich &; ist dagegen & eine Wurzel der Gleichung 
(7.), so ist der reelle Theil von u grösser als der reelle Theil von &, so dass 
u—e eine positive ganze Zahl wird. 

Aus Satz 1. folgt: 

IV. Enthalten die Ausdrücke irgend welcher Integrale der Differential- 
gleichung (2.) in der Umgebung von a Logarithmen, so giebt es auch Integrale 
der Differentialgleichung (3.), deren Ausdrücke in der Umgebung von a mil 
Logarithmen behaftet sind. Und umgekehrt. 

Ist e eine Wurzel der Gleichung (7.), und vertheilt man nach Vor- 
schrift des Satzes IV. in No. 4 sowohl die Wurzeln der Gleichung (5.) als 
die der Gleichung (7.) in Gruppen, und ist (A) diejenige Gruppe der Wurzeln 
der letzteren Gleichung, zu welcher & gehört, so entspricht dieser die Gruppe 
(S) der Wurzeln der Gleichung (5.),. welcher ausser den in A enthaltenen Wurzeln 
die Wurzel « angehört. Die übrigen Gruppen der Wurzeln der Gleichung (7. 
sind mit den übrigen Gruppen der Wurzeln der Gleichung 5.) identisch (nach 
Satz 11.). 

Ist der Index der Substitution « einer der Wurzeln in (A) gleich, so 
enthält die Gruppe (S) gleiche Wurzeln, daher ist die dieser Gruppe ent- 
sprechende nach dem Satze IV. $. 4 gebildete Integralgruppe mit Logarithmen 
behaftet (Satz XI. $.4). — Diese Integralgruppe in dem nach Satz IV. g. 4 
gebildeten Fundamentalsysteme der Diflferentialgleichung (3.) lässt sich aber 
nach Satz Ill. $. 1 durch das System 7, %, %, ... a, ersetzen. wenn 
„= (z—a’f(x) und ©, %, ... a, die der Gruppe (J?) entsprechenden nach 
Satz IV. $. 4 gebildeten Integrale der Differentialgleichung (2.) sind, da 
zwischen 7, %. %,....%, zu Folge des Satzes I. d. $. keine lineare homo- 
sene Relation mit constanten Coeflicienten stattfinden kann. Da aber » keinen 
Logarithmus enthält, so sind irgend welche der Grössen #,. ®%. ... 2, d.h. 
die der Gruppe (#) entprechende Integralgruppe der Differentialgleichung (2. 
mit Logarithmen behaftet. 

Es werde jetzt umgekehrt vorausgesetzt, dass die einer Gruppe (AR) von 
Wurzeln der Gleichung (7.) entsprechende nach S. IV. $.4 gebildete Integral- 
gruppe der Differentialgleichung (2.) mit Logarithmen behaftet ist. Die Wurzeln 
dieser Gruppe in der Reihenfolge des Satzes IV. $. 4 seien r,., r,. .... r; und die 
ihnen entsprechenden Integrale resp. w,., %, ... @,. Sind nicht zwei der Wurzeln 


in (R) einander gleich, und ist «, mit Logarithmen behaftet. so ist der vom 
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. * rg‘ . f Ta » « r . 
Logarithmus freie Theil desselben (r— a) “y.ı. welcher nach 8.4 S.V. nicht 
verschwindet. kein Integral der Differentialgleichung (2.) ($.4 S. IX.). Ordnet 
man daher der Differentialgleichung (2.) die Differentialgleichung (3.) durch 


N z = / Ti 2 N" 
die Substitution y=(r—a) "p.ı zu, so ist nach Satz I. e, =u,—-(2—a) “g,, 
ein Integral der Differentialgleichung (3.). Da in diesem mit Logarithmen be- 


hafteten Integral das vom Logarithmus freie Glied verschwindet. so sind nach 
S. VII. $.4 nothwendig zwei Wurzeln der Gruppe (S) einander gleich, d. h. 
ce mit einer der Wurzeln der Gruppe (R) übereinstimmend. 

Wird der Dilferentialgleichung (2.) durch die Substitution y=(r—a) f(x 
die Differentialgleichung (3.) zugeordnet, wo f(x) eine nach ganzen posiliven 
Poienzen von z—a fortschreitende Reihe und r ein Glied einer nach 8.4 
S.IV. gebildeten Gruppe (A) von Wurzeln der Gleichung (7.): rn. n.... r 
ist. so werde die Differenz r,—r, mit s und die Summe der Glieder von f(x). 
welche niedrigere Potenzen von 2 —a als (r—.a)'*' enthalten. mit g x). endlich 
die Differenz f{r)—g x) mil g(x) bezeichnet. Das Resultat der Substitution 
von (z—a)g x) in Y liefert nur Potenzen von z—.a, deren Exponenten 
einen grösseren reellen Theil haben als r,. Ist daher der Index ı der Sub- 
stitulion y=(r—a)f(x) einer Wurzel der Gruppe (R) gleich, so ist der 
Index der Substitulion y=(r—a)g(x) derselben Wurzel gleich; d. h. giebt 


es überhaupt eine Substitution y=(r—a)f x). deren Index mit r Wurzel 


/ 


derselben Gruppe (Ft) ist, so giebt es eine ganze Function y(x) von der Be- 


schaffenheit. dass der Index der Substitution y=(z—a’g/x) mit r Wurzel 


derselben Gruppe ist. — Man hat daher den Satz: 


\V. Es werde der Differentialgleichung (2.) die Differentialgleichung 
3.) durch die Substitution y= (x —a) fix), in der fix) eine ganze Function 
und r eine Wurzel der zur Differentialgleichung (2.) gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichung X.) ist, zugeordnet; es werden ferner sowohl die Wurzeln 
dieser Gleichung als auch die Wurzeln der zur Differentialgleichung (3.) ge- 
hörigen determinirenden Fundamentalgleichung (9.) nach 8. IV. $.4 in Gruppen 
vertheilt. Ist alsdann (Rt) diejenige Gruppe con Wurzeln der Gleichung (7.). 


welche r enthält, so entspricht dieser die Gruppe (S) der Wurzeln der Glei- 


chung \D.). welcher ausser den in (BR) enthaltenen Wurzeln der Index der 
Substitution u als Glied angehört. Die nach Satz IV. $. 4 gebildete der Gruppe 
It) entsprechende Integralgruppe der Differentialgleichung (2.) ist mit Loga- 
rithmen behaftet oder nicht behaftet, je nachdem für irgend eine Wurzel 
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r der Gruppe (lt) oder für keine derselben die ganze Function fix) so be- 
stimmt werden kann, dass die Gruppe (S) gleiche Wurzeln enthält. 

In diesem Satze ist die »othwendige und hinreichende Bedingung für 
das Auftreten von Logarithmen in den Ausdrücken der Integrale in der Um- 
gebung des singulären Punktes a enthalten. Er bildet demnach eine wesentliche 
Ergänzung zu den Sätzen Al. $.4 und A. 8.6, welche nur eine hinreichende 


aber keine nothwendige Bedingung enthalten. 


d. 
Es sei wieder 
eu ;; a d y | 
— (2-a)" ——- +(2-a)”"P,x —_ı/2-4” "Plz -L..-P (2). 
J dr" \ ; l dr ' | J dr Y 


wo P,(x), Pı(x),. ... P,(x) in der Umgebung von « eindeutig, continuirlich 


und endliche Funclionen sind; ferner sei (R): r,. r5. .... r, eine nach 8. IV. 


$.4 gebildete Gruppe von Wurzeln der zur Diflferentialgleichung 


I. Fre 6 
gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung: 
m—| 
(2.) S,r(r—1)...(r—-—m+b+1)P,(a)+P,(a 0 P,(a R- 


/ 
v0) 


Wir wollen nunmehr die analytische Bedingung dafür entwickeln, dass 


-— 


für irgend eine Wurzel r,, welche der Gruppe (Ft) angehört, eine ganze Funelion 


B/ . i n . . us 
f(x) bestimmt werden kann, derart dass der Index der Substitution y= ı—a) ‘fx 
mit einer Wurzel der Gruppe (R) übereinstimmt. — 

Zu dem Ende sei die Reihenfolge der Grössen r,. "5. ... r, dieselbe 


wie im Satze IV. $.4 und g(x) eine beliebige rationale ganze Function 


a ’ w n \ . . eg , 
ga)=ct+e[(e-a)+c[2—a) +"+e,(z—a)”, und man substituire y=(x—-a) ?g(x 


in Y. so erhält man 


b 
3.) Z=(z-a)! 27 plz, k\(cx—a)c,, 
wo 
m—1 
p (2, k) = Bi r,+ k)(r,+k—1) ... (r,+ —m- b- 1) (2 )- Fi € 2 .. | 


7 
gesetzt ist. Die Wurzeln r;_,, r;a. ... r, haben resp. die Werthe r,;+4,. 
th, ... +3, Wok, ha, ... A,_, eine nicht abnehmende Reihe posi- 
liver ganzer Zahlen ist. Da nun die Grössen (a, k) mit der linken Seite 
der Gleichung (2.) übereinstimmen, wenn man in derselben r,+% an die Stelle 
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von r setzt. so hat man die Gleichungen: 

4.) p(a,d, em 0, f (a, k,) n; 0. p (a, k;) u 0, .. p(a,k,_ı ot 
während o/a,k) für jeden positiven Werth von k, der nicht mit k,. y,... k,_, 
übereinstimmt, von Null verschieden ist. Um Z nach Potenzen von 2—a zu 

d’p(x,k) 


entwickeln, setzen wir u een gez, k), y""Xa,k)=1.2.3...(a—k)(a,k) 


a 


und A,= Sa. k)e,: es ist alsdann, weil A,=Y(a,0) =, 
0) 


N 7 ’ 1, © \ 
I.) Z=(r-a) 23, A,(C-a). 
. 1 
Soll es unter den Indices 1, 2. .... A—1, wenigstens einen «a geben, für den 


die Bedingungen 
6. A, — 07 A, = 0. Bi a A, —4 u 0, A, nicht gleich Null. 
[4 d 
erfüllt werden, so ist es mit Rücksicht auf die Gleichungen (4.). wie leicht 
zu sehen, nothwendig und hinreichend, dass wenigstens für einen der Indices 
e=1,2,.... 4—1 nicht zugleich die Determinanten 


D (b, a) = 
| hy - .- | . hy) (hy + | R hy + 1 ) 0 () RR (0) 0 


| dig 2, kp) (kip-+2,kg-+-1) (ke+2,k6 +?) v0 ... 0 (0) 


KKkyrı1,Ke) Chester) Cherı-1,ks+2) Chorı—1,Kt3) u Aipraml,kern-2) Aiem1,ker-1) 
| ka, Ks) (ka, +1) (Aa, +2) (ku,ia-+3) -- (ka, korı— 2) (hu, hy .ı—1) 
für b=0,1.2,...@—1 verschwinden, wo Ä,=0 zu setzen ist. — Ist diese 
Bedingung für einen bestimmten Werth von & zum ersten Male erfüllt, so sind 
die Grössen ce, für die Werthe des Index a=0, k,, iu, .... k 


'u— 





‚, willkürlich 
und von einander unabhängig geblieben. Es wird daher « ganze Functionen 
wa Gars PR) »-- 9a), Welche für e=a nicht verschwinden, geben 
von der Beschaffenheit, dass die Indices der Substitutionen y = (2—a)' }q,(x). 
y=(2-— a) -1g, (X), y= 2a) '2g,(r). .$y= (2a) ct, | x) sämmtlich 
den Werth r,;_„ haben. — Der Satz V. im vorigen $. lässt sich daher auch 
durch den folgenden ersetzen: 

l. Es seien die Glieder einer nach S.IV. $.4 gebildeten Gruppe von 
Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung (2.): r,, rn +kı, rt ia, .. 
th, wo Äh, ir, ... hy, eine nicht abmehmende Reihe positiver ganzer 
Zahlen ist, und bildet man die zu dieser Gruppe gehörigen Determinanten 
D be). so ist die nach $.4 S. IV. der Gruppe (R) zugeordnete Integralgruppe 
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mit Logarithmen behaftet, oder nicht behaftet, je nachdem für wenigstens einen 


der Indices «=1, 2. ... 4—1 oder keinen derselben in der Reihe der De- 


terminanten D(O,«),. Dil,«)..... Die—1.«) sich solche befinden, welche 
von Null verschieden sind. 


Dieser Satz kann auch folgendermassen hergeleitet werden. Setzt man 


in No.5 der A. a,=a und vr, stalt r,. so verschwindet der Coellieient von 


ı 
C;;, in Gleichung |5.) daselbst. wenn %k einen der Werthe A, - 1. u, 1.... A, ,—1 
annimmt. Damit nun, für diese Werthe von %, e,,, endlich bleibe. müssen die 
zugehörigen Ausdrücke auf der rechten Seite der Gleichung 5. daselbst ver- 
schwinden. Damit ferner Reihenentwickelungen der Gestalt (x — a) Ib, (r — a)" 
möglich sind. wenn r eine beliebige der Wurzeln r,, r;+ hy. + ln... ni, 
und der jedesmalige Werth von b, von Null verschieden sein soll. dürfen 
durch die Gleichungen. welche durch das Verschwinden der rechten Seite der 
Gleichung (9.) daselbst für die angegebenen Werthe von %k erhalten werden. 
keine Relationen zwischen den Grössen e, mit den Indices = 0. k,.i,....Ä, | 


herbeigeführt werden. Es lässt sich nun zeigen, dass diesen beiden Bedin- 


gungen Genüge geschieht, wenn für jeden Werth von e=1.2,... 4-1. 
die Determinanten D(O,o). D(1.c). ... D(ea—1,.«) verschwinden. Tritt 
dieses ein. so kann man durch ähnliche Schlüsse wie in $.5 der A. zeigen. 
dass es zu jedem Werth von r aus der Reihe nt. nn tl,... nt: 


I 
ein Integral der Form (r—a)>,b,, (2 —-a)* giebt, worin b,, von Null ver- 
[8 
schieden ist. Diese Gruppe von Integralen kann man in dem Fundamental- 
systeme des Satzes IV. in $.4 (nach $S.X. in $.4 und S. III. in $. 1) der 
Integralgruppe, welche (#2) entspricht, substituiren, so dass diese Gruppe nich! 


mit Logarithmen behaftet ist. — 


Die Differenz r, —r, = 0 ist eine ganze Zahl. welche die Ordnung der 


höchsten in den Determinanten Db, «) auftretenden Ableitung von px, k) (für 





x = a) nicht überschreitet. Jeder Gruppe (#2?) entspricht eine solche Zahl Ö. 
Ist unter allen diesen den verschiedenen Gruppen entsprechenden Zahlen d 
die grösste, und entwickelt man die Functionen P,‘x) in Reihen nach Potenzen 
von (2—a), so treten in keiner der irgend einer Gruppe (Ft) entsprechenden 
Determinanten D(b.«) die Coefficienten derjenigen Potenzen von za auf. 
deren Exponenten grösser sind als d. Diese Coefficienten üben daher auch 
keinen Einfluss aus auf die Beurtheilung der Frage, ob die irgend einer Gruppe 
Journal für Mathematik Bd. LXVIII. Heft 4. 48 
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R) zugehörige Integralgruppe mit Logarithmen behaftet ist oder nicht. — 
Man hat daher folgenden Salz: 

II. Sind F,. F,. ... F, ganze Functionen, welche resp. aus P,(x). 
P:'x.... P, x erhalten werden, wenn man in der Entwickelung derselben 


nach Potenzen von c—a nur diejenigen Glieder beibehält, welche mit nicht 


w7; 


höheren Potenzen von x—a als der d“” multiplieirt sind, so sind die irgend 
einer Gruppe ‘R, entsprechenden Integrale der Differentialgleichung 1.) mit 
Logarithmen behaftet oder nicht, je nachdem die derselben Gruppe (BR ent- 


sprechenden Integrale der Differentialgleichung: 
rn d”"y 

4 2 — a)" — 

\ Be 


mit Logarithmen behaftet sind oder nicht. 


Ey | 
| ' \m—? ww 
Zt 


Zi 


0 





+F, (2 —-a)” 


Der Dilferentialgleichung 7. gehört die Gleichung 2.) als determinirende 
Fundamentalgleichung an. Sind die Grössen P,(x) gleich constanten Grössen 


d,. so dass die Differentialgleichung (1.) die Gestalt: 


d”y Br dr 'y ’ | ‚d n Yy 
(.) c°— a)” — +a,(2 —a”"T — — +92 a)" —5-+..+a,y = V 
\ / , da" I ( / der! 1 - } dem? ! 1 my 
hat, und die Wurzeln der Gleichung: 
m— 1 
(9. ZS,rir—l)...(r-—m+a+l)a+ta,=0 W=1 


0 
verschieden, so sind für jede Gruppe /?2) die sämmtlichen Determinanten D(b,«, 
oleich Null, da die erste Verticalreihe derselben nur verschwindende Elemente 
enthält, folglich sind die Integrale nicht mit Logarithmen behaftet (s. A. $.6). 


8. 
Wenn die Coeflicienten einer linearen Dilferentialgleichung 
m m— | ( m—? 
(1. Er + 7 no ty = 0 
jür einen Werth © = «a unendlich werden, übrigens aber in dessen Umgebung 
eindeutig sind, so hören im Allgemeinen die Integrale der Differentialgleichung 
auf in der Umgebung dieses Punktes eindeutig. stetig und endlich zu sein. 
Wenn dieses eintritt, so wollen wir den Punkt @ einen wesentlich singulären 
Punkt der Differentialgleichung (1.) nennen. Wenn aber die Integrale in der 
Umgebung des Punktes a eindeutig, endlich und continuirlich bleiben, so soll 
a ein ausserwesentlich singulärer Punkt heissen *). 


Diese Benennung hat Herr Weierstrass bereits in seiner Vorlesung, welche 
ich in der A. (Einleitung) angeführt habe, gebraucht. 
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Ist 4, die Determinanle eines Fundamentalsvstems %,. 9. ... y, und 
A, diejenige Delerminante, welche aus /, entsteht. wenn man die a‘ Vertikal- 
1 Yı d"y: d Ym 
da” ' dar? "dan 


‘) m 


u a 


reihe durch ersetzt. so ist ($.4 Gl. (7.) der A 


TI, 
Ay 

Da nun die Inleprale der Differentialeleichune 1.) in der Umsebune 
eines ausserwesentllich sineulären Punktes a eindeutie. eontinuirlieh und endlich 


N) » . * . . 
be für ihre sämmtlichen Ableituneen. 


I 
I 
i 


. } i N: I . . . a . 
sind. so eilt dassı folelich aueh für die 


Determinanten 7, und /,. Nun aber sollen für gewisse Werthe von 1.2....M 
Coeffieienten p, für z= a unendlich werden. folglich zeigt die Gleichung (2. 
dass 4, für x = a verschwindet. Da aber (A. $.4 Gl. (8.)) 4, bis auf einen 
nicht verschwindenden constanten Factor von der Wahl des Fundamental- 
systems unabhängig ist. so folgt: 

I. Für einen ausserwesentlich singulären Punkt muss die Determinante 
jedes Fundamentalsystems verschwinden. 

Es seien b,. db,» ... b,_, willkürliche Grössen und x, ein nicht sin- 


eulärer Punkt. so kann man ein Integral >, der Differentialgleichung (1.) bestim- 


. Ä j dh 
men, von der Beschaffenheit, dass b,, b,. b2....b,_, resp. die Werthe von »,. = 
dUI 
d’r er ' a 
12 a er | für 2=r, sind. — Denn man hat das Svstem von Gleichungen: 
es => 1 « 


„ = CYıtGy+ +0, ya, 
| dn BR! dy, . r dy, u dy, 
dx "de ' ds u 
3 du er‘ d’y, SE d Y aa e d Yn 
de’ 'd«" ' " ds " da” 
wir. "u; _ u Ta | dr—'y, 
— zu Pe“ — - +9 —— -+-++ec, . 
dc" dc" d.c”" dx 


WO € Cr... ec, Constanten sind. Setzt man rechterhand x = :r,, und linker- 


dr rt 
—— resp. dus Di»... Du, So hat man zur Be- 





hand statt n, a RE 
”- de de"! 


stimmung der Grössen e ein System linearer Gleichungen. dessen Determinante 
nicht verschwindet. 

Ist dagegen r, ein ausserwesentlich singulärer Punkt. so würde diese 
Determinante verschwinden, es müssten also die Grössen b eine lineare ho- 
mogene Relation erfüllen, um resp. als Werthe eines Integrals und dessen 
m—1 ersten Ableitungen für ze = x, angesehen werden zu können. 

43 ’ 
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Das Verschwinden der Determinante eines Fundamentalsystems in den 
ausserwesentllich singulären Punkten macht also den characteristischen Unter- 
schied zwischen solchen Punkten und den nicht singulären aus. 

Da in der Umgebung des ausserwesentlich singulären Punktes a die 
Coeflicienten der Differentialgleichung (1.) eindeutig. die Integrale derselben 


aber eindeutig, endlich und continuirlich sind, so folgt aus dem Satze in $. 3. 
dass in der Umgebung von «a die Coefficienten die Gestalt: 


(4.) == Fe®) ; Mel...) 
haben, wo P,(x) in derselben Umgebung eindeutig, endlich und continuirlich 
ist. Aus der Gleichung: 
2.) = 1 an) (A. $.2 Gl. (3.)). 
wo C eine nicht verschwindende Constante bedeutet, und aus Gleichung (4. 
folet: 
| 6.) = (z-a) "9. Gl), 
wo G x) in der Umgebung von a eindeutig, endlich und continuirlich und in 
a von Null verschieden ist. Da nun 4, in der Umgebung von «a eindeulig. 
endlich und continuirlich und in @ gleich Null ist, so ergiebt sich, dass P,(«a) 
eine negalive ganze Zahl ist, wenn a einen ausserwesentlich singulären Punkt 
bedeutet. — Die zum Punkte a« gehörige determinirende Fundamentalgleichung 
der Dilferentialgleichung |1.). deren Coefficienten durch die Gleichungen (4.) 
bestimmt werden. ist: 
m—1 


T. S,r(r—1)...(r—m+a+1)P,(a)+P,(a)=0 Pla) =1. 


m 
0) 


Jeder Wurzel r dieser Gleichung entspricht (nach A. $.6) ein wie 
F beschaffenes Integral y derart, dass (r—a)"y für x = a nicht verschwindet, 
da aber in der Umgebung eines ausserwesentlich singulären Punktes die In- 
tegrale eindeutig, endlich und continuirlich sind. so müssen die Wurzeln der Glei- 
chung \%.) positive ganze Zahlen oder Null sein, daher auch P,(a). P;(a).... P,(a) 
ganze Zahlen, oder, mit Ausnahme von P,(a), Null. Aus S. XI. $.4 folgt 
[erner, dass die Wurzeln derselben Gleichung von einander verschieden sind. 
es kann daher auch nur eine derselben, folglich nicht ‚gleichzeitig P,,(a) und 
—1 
=2,1.2.3...(m—a—1)P,(a) verschwinden. 

Die Wurzeln der Gleichung (7.) bilden in diesem Falle eine einzige 
Gruppe. Sind dieselben r,, r,, ... r„ so geordnet, dass jede folgende kleiner 
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ist, als die vorhergehende, und setzt man r,_,=r,„-+k,. und bildet mit r, 


a 


statt r, die Determinanten D(b,«) der vorigen No.. so hat man den Satz: 
ll. Damit a ein ausserwesentlich singulärer Punkt der Differential- 
gleichung (1.) sei, ist erforderlich und hinreichend: 
1) dass die Differentialgleichung in der Umgebung dieses Punktes die 
(Gestalt: 
am 


(8.) (2—- a)" ——- +P,(x). 2 —- a)” Im ++P.(x2).y = 0 


habe, wo die Functionen P,(x).... P,(x) in der Umgebung von a eindeutig. 
eontinuirlich und endlich sind: 

2) dass P,(a) eine negative ganze Zahl ist: 

3) dass die Wurzeln der Gleichung (7.) von einander verschieden 
und, bis auf eine etwa verschwindende, positive ganze Zahlen sind; 

4) dass für keinen Werth von «—=1,2.... m-1 irgend eine der 
Determinanten D(O,«), D(l.«),. ... Da —1,.«) von Null verschieden ist. 

It d=er—r 


Beurtheilung der Art der Singularität des Punktes « in den nach Potenzen 


„s so kann man nach dem Satze Il. des vor. $ bei der 
von 2—a fortschreitenden Reihen P,‘x) die Glieder mit höheren Potenzen 
als die d!® unterdrücken. so dass der Punkt « ein wesentlich oder ausser- 
wesentlich singulärer Punkt der Differentialgleichung (8.) ist. je nachdem er 


ein wesentlich oder ausserwesentlich singulärer Punkt der Differentialgleichung 





u ex 

’Q\ u m MER U °, gr! a A 

(9, (2—a, _—, F,.(2-a) ne HF..Y 0 

ist. wo F\, F,. ... F,„ die durch die Abkürzung von P,, P,.... P, er- 


haltenen ganzen Functionen sind. 


». 
Wenn die Coefficienten der Differentialgleichung: 
5 on d”"y r dl - Iy | 
\ 1. ) (de . am 2; P, (2) .(2—0)° aA u... -P_ c).y = V 


die in S. II. unter No. 1—3 (vor. $.) angegebenen Bedingungen erfüllen, so 
können die Ausdrücke der Integrale in der Umgebung des Punktes « (nach 
$. 4) noch mit Logarithmen behaftet sein. Ob dieses stattfindet oder nicht, lässt 
sich nach $. 7 beurtheilen, wie dieses in der That im Satze Il. vor. $. unter 
No. 4 geschehen ist. Diese Frage lässt sich noch auf eine andere Weise ent- 
scheiden, wie wir jetzt zeigen wollen. 
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° w 


Die Integrale der Dilferentialgleichung (1.) sind unter den gemachten 
Vorausselzungen wie F beschalfene Funelionen, welche zu ganzzahligen po- 
sitiven Exponenlen gehören. nämlich den Wurzeln der Gleichung: 

n—1 

2. S,rr—1)...(r—mta +1)P,‘a+P,.(aa=0, Pıla)=1. 

Ist r, wieder die grösste Wurzel dieser Gleichung, so sind die Ableitungen 
eines mit Logarithmen behafteten Integrals spätestens der r,+ 1“ Ordnung 
wie F beschaffene Funclionen, welche zu negativen Exponenten gehören. 
Dieses ergiebt sich aus der Form des Fundamentalsystems $. 4 S.IV. Da- 
gegen sind die Exponenten,. zu welchen die Ableitungen beliebiger Ordnung 
eines von Logariihmen freien Integrals gehören, stets positiv. 

Bildet man aber eine lineare Dilferentialgleichung für die abhängige 
Variable z von der Art, dass ihr die s’“® Ableitungen sämmtlicher Integrale 


der Differentialgleichung 1.) und nur diese genügen, so hat dieselbe nach 


Or 
hu 


dem Satze in $. 3 die Gestalt: 


‘3 / N d S ' () / n—1 d dr; m; ; A () 0 
Jr \ 4b zug d — . > > (I ic ur ee A 5 z Z mann zo Mr 
i d.ır" vl , dr" ni I I xVYn 
wo Or. ...0,x) in der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und 


endlich sind. 
Wählt man s=r,—+l. und ist die determinirende Fundamentalgleichung 
der Dilferentialgleichung 9». 


1. Sır(r—1 Bi: r—n-+u +1) 0. (a +0,(a —{), O),(a) En 1. 


l. so ist a ein wesentlich oder ausserwesentlich singnlärer Punkt, je 
nachdem diese Gleichung negative Wurzeln enthält oder nicht. 

Es ist daher noch eine Methode anzugeben. wonach eine lineare ho- 
mogene Dilferenlialgleichung für die abhängige Variabeln z hergestellt wird. 
der die s'“" Ableitungen sämmtlicher Integrale einer gegebenen Dillerential- 
gleichung: 

m m—!, 
.) Po 4 u u 7 
und nur diese genügen. Eine solche wollen wir nunmehr aufsuchen. 

Kliminirt man aus dem Systeme von Gleichungen, welches man erhält. 
wenn man die Differentialgleichung 5.) mit den durch s aufeinanderfolgende 
' dy k 


Dilferentiationen derselben entstandenen verbindet. die Grössen Ye 
. dt 


die! 7 


7752; 50 ist das Resultat der Elimination allerdings eine lineare homogene 
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Di Y © d’y R 
Differentialeleichung mt Ordnune für nn =3; und es eenüecen derselben 
: 2 
die sten Ableitungen sämmtlicher Inteerale der Differentialeleiehune (5.). Allein 


die Ordnung derjenigen Differentialgleichung für 3, der nur die st" Ableitungen 
der Integrale der Differentialgleichung (5.) genügen. kann niedriger als die m'“ 
sein. In der That hat jedes Integral derselben z die Geslalt: 

6.) % C Y 2 | Un 

/ 1 d.r‘ ' - dr dr 
WO Cs Cs ++ €, Lonstanten, und Yı> Y» -.. Y. ein Fundamentalsystem der 
Differentialeleichune /5.) ist. Genügl nun der Difllferentialeleichune (5.) eine 
oanze rationale Function fix). von niedrigerem als dem s!en Grade, so ist 
fix) = khyıtkypt + Kun: 

wo Äh. Aa» ... A, bestimmte Constanten sind. Aus dieser Gleichung folet: 
d’y, 
der 


d Y, 1; d’y, 


71) ,& WERE © 
/ et] dr’ | | dr‘ 


. -n k» 0, 


(renüscen der Differentialeleichune (5.) noch mehrere andere vanze 
rationale Functionen von niedrigeerem Grade als dem s'", so bestehen noch 
mehrere der Gleichung (7.) analoge Gleichungen. Es lassen sich alsdann 
nicht m» Integrale 3 der Form (6.) angeben. zwischen denen keine lineare 
homogene Relation mit constanten Coeffieienten beslände. 

Man muss daher einen anderen Weg einschlagen. um diejenige Dif- 
ferentialeleichung herzustellen. welcher die s'“” Ableitungen sämmtlicher In- 
tegrale der Differentialgleichung (9.) und »ur diese genügen. 


Es sei p in der Reihe der Coeffieienten der Differentialeleichung /3. 


mi 
Pns Pm-is » =» Pu der erste, welcher nicht verschwindet. und setzt man 
d’, 2 . z 
Fr —=a und m—4=P, so geht (9.) über in 
ATX” £ ” 

g dPu au _ u. ; 0 

(9.) %u—— + Pı ———- + pP: ——— +. +72U | 

i Pv dar Pi et P: dgP—* P5 


Ist 9, %2» - . . 4. ein Fundamentalsvstem der Dillerentialgleichung (3.). 
Hs My... a4, ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung '8.), und be- 


zeichnet man das Resultat einer auf eine Function fix) «mal wiederholte 


. . .. . De. . le) ie = PA 
Integration in üblicher Weise mit / f(z)dx, so sind / ud, / 


%(,/ 


) 
RE, PRRR 


(4) a i u . 
/ Az;d.e Integrale der Dillerentialgleichung (9.). Es lassen sich daher diese 
Grössen linear, homogen und mit constanten Coeffieienten durch yı. %»» - - - 9, 
darstellen. Differentiirt man die 5 Gleichungen, welche diese Darstellungen 
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liefern, mal, so folgt. dass «,. @. ... @, sich linear, homogen und mil 
constanten Coeffieienten durch die 4 Ableitungen von Y,. %. ... 9, dar- 
stellen lassen. 

ll. Der Differentialgleichung (8.) genügen daher die ) Ableitungen 
sämmtlicher Integrale der Differentialgleichung (5.) und nur diese. 

Dividirt man Gleichung (8.) durch p,; und differentürt, so erhält man 


eine Gleichung der Form 


dv il 
(9.) dv TrP +1 +++ 050 — (), 
wenn man = —e setzt. Sie wird befriedigt durch =. ‚= = er TE a 
WO A» 2%... 9, ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung 8.) ist. Nun 
aber ist eine Gleichung der Form ee, +00, + +65u3=0, WO €. C2 ... C3 Con- 
stantensind. unmöglich. Denn aus dieser würde sich ergeben eu, +0 4 +0 0, =(, 


wo C eine Constante, und zwar eine von Null verschiedene, weil @,. %.... a; 
Fundamentlalsystem von (8.) ist. Es müsste demnach die Differentialgleichung 
S., eine nicht verschwindende Constante zum Integral haben, was unmöglich 
ist, weil p, von Null verschieden ist. Man hat daher den Satz: 

II. Der Differentialgleichung (9.) genügen die ersten Ableitungen 
sümmtlicher Integrale der Differentialgleichung (8.), und nur diese. 

Der Dilferentialgleichung (9.) genügen also die 4-+1!er Ableitungen 
sämmtlicher Integrale der Dilferentialgleichung 5.) und nur diese. Daher ergiebt 
sich folgendes Verfahren, um eine lineare homogene Dilferentialgleichung her- 
zustellen. welcher die s''" Ableitungen sämmtlicher Integrale der Differential- 
oleichung 5.) und nur diese genügen: 

Man dividire die Dilferentialgleichung /5.) durch den Coeffieienten der 
niedrigsten der wirklich darin enthaltenen Ableitungen, abgesehen von einem 
constanten Factor, und dilferentiire die so erhaltene Gleichung. Auf die als- 
dann entstandene Differentialgleichung wende man dasselbe Verfahren an. auf 
die nunmehr entstandene wiederum dasselbe Verfahren, und fahre nur so lange 
fort. bis man zum ersten Male eine Differentialgleichung erhält, in welcher die 
niedrieste der wirklich darin enthaltenen Differentialquotienten gleicher oder 


R d’y . ’ in a ‘ a 
höherer Ordnung als 7, Ist. so ist diese Dillerentialgleichung die gesuchte. — 
[Le = 


Es ist noch zu bemerken, dass in dem Systeme von Differentialglei- 
chungen, welches man erhält. wenn man s=r,+1 annimmt und dieses Ver- 


fahren auf die Differentialgleichung (1.) anwendet, jede Differentialgleichung 
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als Differentialgleichung für die niedrigste der wirklich darin enthaltenen Ab- 


leitungen aufgefasst, die Gestalt der Differentialgleichung (3.) hat. wenn man 
in dieser statt y diese niedrigste Ableitung setzt. Die derselben zugehörige 
determinirende Fundamentalgleichung (4.) darf keine negativen Wurzeln ent- 
halten, wenn a ein ausserwesentlich singulärer Punkt der Differentialgleichune 
(1.) ist. Zieht man es daher vor, successive die einzelnen den verschiedenen 
Differentialgleichungen des Systems angehörigen Fundamentalgleichungen zu 
untersuchen, so wird man häufig nicht erst bis zur Differentialeleichune für 


day 


Eu vorzuschreiten brauchen, um zu entscheiden, ob « ein wesentlich oder 
dx! 

ausserwesentlich singulärer Punkt der Differentialgleichung (1.) ist. nämlich 
dann. wenn eine der erwähnten Fundamentalgleichungen negative Wurzeln 


enthält. — 


Berlin. im Januar 1868. 


Journal für Mathematik Bd. LXVIII. Heft 4. 
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Geometrische Bedeutung der Kugelfunetionen. 
(Von Ilerrn E. Heine zu Halle.) 


we 

$. 1. UÜ nter dieser Ueberschrift enthält die zweite Hälfte der 631>t®v 
Seite im 5er Bande von Gauss Werken einige Aufzeichnungen, deren Ver- 
ständniss das Folgende erleichtern wird. 

Auf der mau. wu mit dem Radius 1 beschriebenen Kreises K 
wähle man » feste Punkte A,, A,., etc. A,; die Bogenentfernung eines jeden 

er ' ; 77 
von dem vorhergehenden soll u. bei ungradem », bei gradem » aber be- 
tragen. In dem letzteren Falle halbire man noch den Bogen A,A,, welcher 
kleiner als = ist in A. Bezeichnet P einen unbestimmten Punkt auf der Peri- 
pherie des Kreises. und heissen seine Bogenentfernungen von A,, As, etc. 
PA,. PA,, elc.. so ist das Product 
II = 2" "'eosPA,.cosPA,...cosPA, 
bei ungradem » gleich cosın.PA,), oder, was dasselbe ist. cos(n.PA,). 
cos n.PA,), ete., bei gradem » aber cos(n.PA). Dies ist der Satz, welcher 
den beiden Formeln 


2 
cosn# = 27=1cosd.cos(9 + - en "\cos(0+).. .C0S (0+ ug 


= -)eos(9+ =): .cos(0- | EL, 





cosnd = 2"! c0s(0+ 2 


. cos (0 _ ei; 


enthalten ist, von denen die erste für ungrade, die zweite für grade » gilt. 


cos (9-5 — 








$. 2. Indem man diesen Satz von einem Punkte P der Kreisperipherie 
auf einen Punkt P der Kugeloberfläche überträgt, kommt man nicht mehr auf 
den Cosinus des »fachen Winkels. sondern auf die »!° Kugelfunction. 

Der nach Angabe des $. 1 getheilte Kreis K sei grösster Kreis einer 
Kugel. auf welcher irgend wo ein Punkt P liegt. Die sphärische Entfernung 
des Punktes P, bei ungradem z von A,, bei gradem » von A sei 0, gemessen 


auf einem Hauptkreise, welcher mit X den Winkel % bilde. Im ersten Falle, 
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für ein ungrades », ist demnach 


D, >, 
“mp ’ ° “IMST 
cos(PA, | .) — c0osWcos— — -+sindsin -C08Y 
nt n 
a r { mn 
und dies gleich Meos( vw — . wenn man 
j i N 


cos# = Mecosı, sin#cosy = Msin ıı 


setzt. Im zweiten Falle. für ein grades », wird 


. 4 ’ 7 
cosPA,„, = cos®#cos(n +1 — 2m) — + sin® sinn +1 — 2m COS Y 
n 7 
- r TN 
— Heos(y n+1—2m—) 
n / 


in beiden Fällen daher 
IT— 2" cosPA,.cosPA,...cosPA, = M" cosn wr. 
Selzt man für M und ıy ihre Werthe in # und g zurück, so entsteht 
II »(cosd-+isindcosp)"—+!(cos#—isindcosg 
Man kennt (Handb. d. Kugelf. $.43, Form. 33) die vollständige Ent- 
wickelung der rechten Seite nach Cosinus der Vielfachen von 24; hier genüg! 
aber die Kenntniss des ersten. von p unabhängigen Gliedes. welches nach 
Laplace. (Handb. 8.7, Form. 5) die »'° Kugelfunetion P”(cos® ist. Die nt 
Kugelfunetion ist demnach das Mittel aus den Werthen, welche II annimmt. 
wenn der Punkt P festgehalten wird, während der Kreis K sich um seinen in A, 
resp. A mündenden Durchmesser dreht. Dies ist die geometrische Bedeutung 
der Kugelfunetion. 
$. 3. Das Aufsuchen des Mittelwerthes einer Function von , die 
nach Cosinus der Vielfachen von g geordnet ist und mit dem Cosinus des 
m—1fachen Winkels schliesst. erfordert nicht die Ausführung einer Integration: 
das Mittel ist bekanntlich genau gleich dem arithmetischen Mittel von den 
m Werthen der Function (den Ordinaten). welche eben so vielen Werthen 
von g (den Abseissen). nämlich 
Wi zn Int mn 


rd A 5 “ 


m m m NP m 





entsprechen. Man kann aber den mittleren Werth solcher Function, durch ge- 
i . u m m-+1 
eignete Wahl der Abscissen, etwa aus der Hälfte, nämlich aus 5 oder ——- 


Au Au) 


Ordinaten bestimmen. Ist nämlich eine eindeutige Function f(y) in die end- 


liche oder unendliche Reihe 


f(p) == Ad, + a,c0SY +a,cos2gp + 


49 * 
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entwickelt, so wird für jedes grade v 





rt DR: , v—1)n v_ i 

wi. + RR em = 5 (hW-a,ra,t'), 

2; 4; ‘ 5 ‘ f \ 

fo + fr + 2f ._ 3 2 — T Di 2° = ro (aut a,+ 4,,+ u 





Bricht die Reihe. wie oben, an der m#n Stelle ab. d. h. so dass schon «, Null 


ist. so wird man » gleich m-+1 oder m setzen, je nachdem m ungrade oder 


. > . y ” . V | 
orade ist, und findet den mittleren Werth durch die erste Formel aus >: 


Wi. 
durch die zweite aus ——+ 1 Ordinaten. 


D7 


Mit dieser Bemerkung gehe man auf den Schluss des $. 2 zurück, und 
berücksichlige noch, dass // nur grade Vielfache von g enthält; man erhält 
dann folgendes Resultat: 

Wenn ein Kreis K mit dem durch P ®%ehenden Kreise K den Winkel 
s bildet, wo g— \a, so werde das auf ihn bezogene Product TI durch TIgy 
bezeichnet. Ferner sei 2v die kleinste durch 4 theilbare Zahl, welche grösser 


als n ist. Alsdann findet man für die n’“ Kugelfunction die beiden Gleichungen 





v 7t Ist _ 5n (—1)n 
Pe a ne nenne 5 

- u Br? ev wir 2v u. 

# " #%; ; ar ! —2 n 

—P"(cos6#) = !llo+ HZ + HU +0 = PH a 


$.4. Für 2=1,2,3 ist v=2, also nach dem ersten Ausdrucke die 


st 


»° Kugelfunetion gleich 77 4 für »=4,5,.6,%7 aber gleich dem arithmeti- 


schen Mittel aus /J hi und BZ. Es ist ganz unwesentlich, dass durch An- 
wendung dieser Formel die Darstellung der Kugelfunetionen sich noch etwas 
einfacher gestaltet als bei Gauss, der für n=1 ein Product //, für »=2, 3 
zwei Producte, für »=4, 5 drei Producte benutzt. Es entsteht solch ein 
Unterschied durch eine andere Art, den Mittelwerth von // zu bestimmen ($.2); 
z.B. für a=2 wählt Gauss, entsprechend der zweiten Formel des $.3, für 
P" den Werth von // auf zwei sich unter rechten Winkeln schneidenden 
Iireisen; von ihrem Durehschnitte A aus sind nach $. 1 zwei Punkte A, und 


A, auf jedem Kreise zu bestimmen, welche von A um z entfernt liegen *). 


Das Octaeder, auf welches sich, nach Gauss, diese zweimal zwei Punkte be- 
ziehen, hat eine Eeke im Mittelpunkte der Kugel; jede von den vier dort zusammentref- 
tenden Seiten geht durch zwei Punkte A,, A,, welche nicht auf demselben Kreise liegen. 
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Da Gauss seine Angaben nur bis = 5 fortsetzt, so treffen verschiedene Me- 


thoden zur Bestimmung des Mittels zu. Interessant ist, dass er bei den 
Werthen von », welche durch 4 theilbar sind (wenigstens bei »—4) das 
letzte Glied in //, welches (Handb. 8.43, Form. 33.), abgesehen von einem 
constanten Factor, sin"dcosngp ist, mit Hülfe eines Kreises /, eliminirt. deı 
die Schaar der Kreise K senlirecht schneidet. Fügt man zu dem Kreise A 
am Anlange des $.2 noch /, hinzu, so dass A der Pol von Z ist, bezeichne! 
den Durchschnitt von X und Z mit BD, und trägt von B rechts und links aul 


das st In Bn i . 
l, Stücke — -„ ele. nach B,, B;, etc. BD, ab, so wird nämlich 


2n?’ 2n’ 2n 
2’"!cosPB,.cosPB,...cosPB, = sin" #cosny. 


Den Functionen, welchen ich den Namen der Lameschen »ab. musste 


or 
5 


später (Bd. 60 dieses Journals) eine bestimmte, die zweite Ordnung beigele 
werden, als allgemeinere Functionen gefunden waren, welche ihre Haupteigen- 
schaften theilten. Wurden gewissen Constanten besondere Werthe ertheilt, so 
führten die Functionen verschiedener Ordnungen (Bd. 60 und 62) auf ein- 
fachere, den Kugelfunctionen verwandte, die zweite Ordnung auf die Kugel- 
funetion seibst. während die erste Ordnung den Cosinus eines vielfachen 
Winkels gab. und so das hier geometrisch betrachtete Verhältniss auch ana- 
Iytisch hervortrat. Es wird hiernach gerechtfertigt erscheinen. wenn ich den 
Ausdruck Kugelfunetionen nt“= Ordnung, den Gauss in der vorliexenden kurzen 
Notiz gebraucht. vermied und vorschlage, P"(cos#) entweder wie bisher »' 
Kugelfunetion oder Kugelfunclion x! Grades zu nennen, was sie ja in der 
That in Bezug auf cos® ist. 


Halle. den 29. Februar 1868. 
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Ueber das Problem der drei Körper. 





(Auszug aus einem Schreiben an den Herausgeber.) 
(Von Herrn Scheibner in Leipzig.) 


I» einer früheren Notiz über einen Satz aus der Störungstheorie (siehe 
den 65°ter Band dieses Journals $. 291) habe ich die Dillerentialgleichungen des 
Problems der drei Körper in einer eigenthümlichen Form für den Fall aufl- 
vestellt. dass die Masse des bewegten Körpers als verschwindend angesehen 
werden darf. Es ergab sich dabei, dass um die Aufgabe auf Quadraturen 
zurückzuführen. noch fünf Integralionen erforderlich sind. deren Anzahl auf 
drei verringert werden kann. wenn die Excentrieilät des störenden Körpers 
verschwindet. Da gegen die Richtigkeit dieser Angaben kürzlich Bedenken 
erhoben worden sind. so erlaube ich mir heute eine Mittheilune über die all- 
gemeinste Form der Differentialgleichungen des Problems der drei Körper zu 
machen. aus welcher ich damals jene speciellen Formeln hergeleitet hatte. 

Diese neue und symmetrische Form beruht im Wesentlichen auf der 
Einführung der gegenseitigen Entiernungen der drei Massen 

mm=0, mm=0, mm=B:. 


nebst drei Winkelerössen (2, i und w, als der Variabeln des Problems. Sei 

















u 2 1 n?__gQ° Y Ay E 
BR ‚m -+m, __ 0 +, — 0 __ 2, ,‚mko | 
21 > — — 00-+24 ©: 0, — —— ———. 2 — + 
m, m, mO DO, © M(A— DB) 0 
3 Ü A cos’o - Bsın'w ) 
Ti74— By AB 77 
, mm, Re _ u ur a 
U=2—-?— ———-(Acosw+Bsino),, H=T-U, 
0 ZAB e: 
so hat man das canonische System Differentialgleichungen 
do cH do, cH do, cH do cH 
dt c0@m’ di 0m’ dt cm,’ di 0y’ 
de cH do, cH do, oH dy cH 
dt . Bi Zum "zer 0,’ d dw 


Da 4 = h das Integral der lebendigen Kraft darstellt, der letzte Multi- 
plicator bekannt ist, und die Zeit # nicht explicite vorkommt, so bleiben noch 


fünf Integrationen zu leisten, um den allgemeinen Fall auf Quadraturen zurück- 
zuführen. 
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\ 


Zum Verständniss der obigen Ausdrücke sind folgende Angaben er- 
forderlich: A und 5 sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung 


m m, IM, 


M 
MC= Im,m,o', nebst M= m-+m,-+m.,: 


Ak— ÜCh+ ! 0; 


4 bedeutet den doppelten Inhalt des Dreiecks mm,m.: 

E=m(@+0o—-0)—-m (0 +0—0o:), woraus die analogen Ausdrücke für E, 
und E, durch Vertauschunge der Indices erhalten werden: 

y = kcosi, wo k die Constante des Flächensatzes in Bezug auf die invariable 
Ebene ausdrückt: 


En 


i ist die Neigung von 4 gegen die invariable Ebene; 


die Länge der Knotenlinie durch den Schwerpunkt wird durch die Quadratur 
"Acos’w-+ Bsin’@ 
Q = af me 
R AB 


gefunden; endlich & bezeichnet den Winkel zwischen der Knotenlinie und 
einer in der Ebene der drei Körper als variabler @y-Ebene durch den Schwer- 
punkt gelegten freien Axe, für welche Imxy=0. Mit diesen Daten sind 
die Positionen der drei Körper völlig bestimmt. 


— 


Wenn man in T die Grössen ®, ®,. @®,, y mittelst der Difllerential- 


/ 
quolienten o', 9. ©, © eliminirt, so gelten die Gleichungen 
e oT _ oT Ri oT oT 
W = nn. „W, = — WW, = —. v—— 
co cd, , ; 00, ’ oOWw 


und die Differentialgleichungen nehmen die Lagrangesche Form an 


ds 64V) da OCT) da, (TAU dy OClT+U 





Ti co : dr co, ı Ai 00, Er Tre oW 


‘ 


Ebenso darf man, um die Jacobi- Hamiltonsche partielle Differential- 
gleichung zu bilden, 
a oV u. oV 5 oV oV 
= —— U=-——, 2 Ü,=-—, = 
00° og, ' "09, 


> 
u 


cw 
setzen. 
Für die Bewegung der drei Körper in einer Ebene tritt eine Verein- 
fachung ein, sobald man 2-+w= einführt. Alsdann wird 
H-N I, ti —e _, _ 2mmm,\) , K’ 


—- 8, W,+ 0 — — +5; =h 
00, i M) A| 
NiIiNZ 


% 





und es kommt zu den sechs Differentialgleichungen 
do oH do oH 

=-— ..:.: und —=—- 
dt 0® dt co 


welche drei Integrationen und zwei Quadraturen erfordern, die dritte Quadratur 
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ei Ds ei ke an 


«. 





hinzu. Hier ist der Winkel y durch die Gleichung 


y 
zm(m, —m,)00 
u Yu { 2 
to W—W,) — ie INN 
/m,m 
y au: 
aV un m) 








als Functionen der Distanzen 0, 0,. ©, bestimmt. 

\lan erkennt aus dem Vorstehenden, dass es möglich gewesen ist. die 
Flächensätze zur Reduction der Aufgabe zu benutzen, ohne der canonischen 
Form der mechanischen Differentialgleichungen Abbruch zu thun. 

Ich füge schliesslich eine Transformation der obigen Differentialglei- 
chungen des allgemeinen Falles hinzu, welche zur Ableitung der betreffenden 





Formeln für die Annahme m=0 geeignet ist. 

















T = R3AA)+2BB! gr u u vw,—+4 A m En “ii. | 
da_ Em OR _M du _ El del 
dt 04,’ dt oB’ dt cw’ di 0w’ 
dA cH dB, cH dıy, = coH do, u oH 
u 7 Sue” BE" DE 3 Ze a dw 


Der Symmetrie halber ist hier &, für 7 geschrieben, die übrigen Be- 
zeichnungen sind beibehalten und 
ar Beim m= au 
gesetzt. letzteres selbstverständlich unter der Voraussetzung, dass A,, B,, vw. 
w,. mittelst der Differentialquotienten A’, B’, w', w' aus T eliminirt werden. 


Leipzig, den 3. Mai 1868. 
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